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El concepto de enseñanza abierta desarrollado por la Open University 
utiliza materiales en forma de libros, películas y cintas magnetofóni- 
cas que el estudiante utiliza fuera de la institución. Sin embargo, es- 
tos materiales también pueden utilizarse dentro de programas tradi- 
cionales. Los componentes de los programas desarrollados por la Open 
University son: 


LIBROS: Todos los libros tienen el mismo formato, y fueron escri- 
tos, diseñados y producidos por especialistas de la Open University. 
La mayor parte de los libros están profusamente ilustrados con dia- 
gramas y fotografías —muchas a colores— y tienen un diseño fácil y 
atractivo para el estudiante. Cada libro contiene objetivos de apren- 
dizaje muy explícitos, y cuestionarios de autoevaluación, así como 
respuestas y comentarios a la autoevaluación, permitiendo así al es- 
tudiante, darse cuenta de su propio progreso. Todos estos libros pue- 
den utilizarse como textos —ya sea en forma individual, o uniendo 
varias unidades— o como material de referencia. 


PELICULAS: Las películas han sido preparadas como material 
suplementario y de refuerzo para permitir al profesor mayor libertad 
de trabajo con cada estudiante. Las películas están en 16 mm, y en 
su mayor parte son en blanco y negro. A la fecha de publicación de 
estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


CINTAS MAGNETOFONICAS: Al igual que las películas, estas 
cintas fueron preparadas como material suplementario y para ser uti- 
lizadas por el estudiante en su propia casa. A la fecha de publicación 
de estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


NOTA A LOS MAESTROS: s5e han mantenido todas las referen- 
cias a otros elementos del programa en los materiales impresos, por 
considerarse que no obstaculizan la utilización de los libros como 
textos independientes. Los profesores que no tengan acceso a los ma- 
teriales audio-visuales fácilmente podrán sustituirlos con sus pro- 
pios experimentos o explicaciones. 


Esta obra se imprimió en los Talleres Gráficos de Carvajal « Cía. 
de Cali, Colombia, en el mes de abril de 1974. Se imprimieron 5000 
ejemplares en papel offset de 90 g/m2. 
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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene >oco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

**x* Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


El objetivo general de este texto es introducir la idea de límite 
aplicada a las sucesiones y funciones. Después de estudiar esta 
unidad, debe ser capaz de: 


(i) escribir la definición de límite de: 
(a) una sucesión infinita, 
(b) una función real, para valores grandes de su dominio, 
(c) una función real cerca de un número a; 

(ii) explicar lo que significa que una función sea continua 
en un número a de su dominio; 

(iii) determinar si ciertas funciones y sucesiones sencillas 
tienen límite y evaluar dichos límites, cuando existan; 

(iv) reproducir y utilizar los resultados sobre la suma, pro- 
ducto y funciones de sucesiones convergentes; 

(v) evaluar los límites de sucesiones definidas por fórmulas 
de recurrencia del tipo us = Flux-,), cuando dichos 
límites existan; 

(vi) entender la relación que existe entre la función expo- 
nencial y los procesos de crecimiento y decrecimiento; 

(vii) escribir las definiciones de las funciones exponencial y 
logaritmo natural; 
(viii) escribir el teorema de la función exponencial. 
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CONTINUA 
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ELEMENTO DE UNA 
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FORMULA DE 
RECURRENCIA 
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LIMITE DE UNA 
FUNCION f PARA 
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Se dice que una función real es continua en 
un punto a de su dominio si lím f(x) = f(a). 
xa 


Una función real es discontinua en un 
punto a de su dominio si no es continua 
en a. 


Un elemento (o término) de una sucesión es 
uno de los miembros que forman una su- 
cesión. 


Una fórmula de recurrencia es una fórmula 
que expresa cada elemento de una sucesión 


en términos de su predecesor (o predece- ' 


sores). 


La función exponencial es la función 


Xx k 
exp: 0 lím | Ln 
k grande! k 


CERYRELS) 


La función logaritmo natural es la recíproca 
de la función exponencial. 


Una función real es una función cuyos do- 
minio y codominio son R o subconjuntos 
de R. 


Un intervalo es un conjunto de números 
reales 


donde a<b 


El intervalo de error es el intervalo 
[x —€,x + el 


dentro del cual debe encontrarse una aproxi- 
mación X de un número x si la cota de 
error absoluto es e. 


Un límite de una función f cerca de un 
punto a es un número L tal que, para todo 
número positivo £, por muy pequeño que 
sea, existe un número positivo ó tal que 
el conjunto (x:0< |x —a|<óyx€ al 
dominio de f| no es vacío, y su imagen, 
bajo f, es un subconjunto de [L—e, L + el. 


El límite de una función f para números 
grandes de su dominio es un número L tal 
que, para todo intervalo de centro en L, 
existe un número X tal que la imagen de 
todo número mayor que X pertenece al 
intervalo. 
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El límite de una sucesión infinita es un 
número L tal que, para todo intervalo de 
centro en L, existe un elemento de la su- 
cesión tal que todos los elementos que le 
siguen pertenecen al intervalo. 


El método de Newton para evaluar raíces 
cuadradas es un método para calcular 
Va (la E R+*), mediante una sucesión de 
aproximaciones sucesivas basado en la fór- 
mula de recurrencia 


1 a 
=> UI Lie 
k-1 


Un método ¡terativo para resolver una ecua- 
ción es un método en el cual se conjetura 
un u, como solución y se va refinando 
mediante una sucesión de aproximaciones 
sucesivas especificada por la fórmula de 
recurrencia 


u, = Fu; - 1) (2) 


Una prueba es un argumento no riguroso 
que conduce a una conclusión (se opone a 
demostración, que es un argumento rigu- 
roso). 


Una sucesión es un conjunto de objetos dis- 
puestos en un orden definido. Véase tam- 
bién sucesión finita y sucesión infinita. 


Una sucesión convergente es una sucesión 
que tiene límite. 


Una sucesión de aproximaciones sucesivas 
es una sucesión cuyos elementos son aproxi- 
maciones cada vez mejores de algún nú- 
mero, y tal que es posible conseguir cualquier 
grado de exactitud con sólo tomar un nú- 
mero suficientemente grande de elementos 
de la sucesión. 


La sucesión de números naturales es la 
sucesión de los enteros positivos, dispuestos 
en su orden natural. 


Una sucesión divergente es una sucesión 
que no tiene límite. 


Una sucesión finita es una sucesión que 
contiene un número definido de elementos. 
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Notación 


Una sucesión infinita es una sucesión defi- 
nida por una regla que nos permite calcular 
cuantos elementos queramos. 


El teorema de la función exponencial esta- 
blece que 


exp (x) = e* (xeR). 


En una sucesión de sumas, tal como uz + 
Ur + wr (k = 1, 2, ...) el término do- 
minante es el término uz, Ur O We que 
se hace mayor que todos cuando k es muy 
grande. 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el 


texto. 

Le El conjunto de todos los enteros positivos. 

7 La sucesión u,,U,,Uz,...- 

límu El límite de la sucesión y. 

€ La cota de error absoluto de una aproximación. 

[a, b] El intervalo (x:x€ER,a<x<bJ. 

R> El conjunto de todos los números reales positivos. 

lím f(x) El límite de f para números grandes de su dominio. 

x grande 

lím f(x) El límite de f cerca del punto a. 

xa 

u+pqp La sucesión u, + v,, uz + V2, Uz + Uz, ... donde y 
es la sucesión u,, Uu», Uz, ... y y es la sucesión 
U¡,Uz,Uz,-.-+ 

Uuxop La sucesión u, X v,, uz X Vz, Uz X Uz, -.. donde y 
y y son las mismas que antes. 

glu) La sucesión glu,), g(u,), g(uz), ... donde y es la 
misma que antes y g es una función real. 

= “es aproximadamente igual a” 

e e = exp(1) = 2,71828 .... 

exp La función exponencial definida por exp: 
x——> lím 

x grande 

GER yREZ. 

In La función logaritmo natural, que es la recíproca de 


la función exponencial. 
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Bibliografía 


R. Courant y H. Robbins, What is Mathematics? (Oxford Uni- 
versity Press 1941). 


En las páginas 289-312 encontramos un estudio de primera clase 
de las definiciones de un límite y de continuidad. Si tiene dudas 
sobre estas definiciones después de haber trabajado en este 
texto por correspondencia, le recomendamos consultar Courant 
y Robbins. 


S. K. Stein, Calculus for the Natural and Social Sciences, 
(McGraw-Hill 1968). 


Esta es una buena elección si cree que necesita un texto para 
las partes referentes al cálculo en este curso (i.e. sucesiones y 
límites, diferenciación e integración), y no planea tomar más 
cursos de matemáticas después del curso básico. El libro tiene 
muchos diagramas, ejercicios y aplicaciones, y pretende recurrir 
a los científicos naturales y sociales en particular. El material 
de esta unidad se trata en el Capítulo 3. 


A. H. Lightstone, Concepts of Calculus I, (Harper and Row 1965). 


Este libro es un poco más avanzado en la forma de presentación 
del material que el de Stein y es una buena elección, si va a 
tomar más cursos de matemáticas después del curso básico. Su 
filosofía y notación son similares a las nuestras en este curso: 
su fin es basar el cálculo en el concepto de un conjunto y el con- 
cepto de un límite. Los límites de sucesiones se tratan en el 
Capítulo 4 y el límite de una función cerca a un punto se estu- 
dian en las tres primeras secciones del Capítulo 7. 
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7.0 INTRODUCCION 


Esta unidad es la primera de un grupo de seis unidades (Suce- 
siones y límites I y II, Diferenciación l y IH, Integración I y Il), 
que lo introducirán en la rama de la matemática conocida como 
cálculo. Esta rama nos proporciona un método para resolver si- 
tuaciones en las que tenemos relacionadas dos funciones tales 
que las imágenes producidas por una de ellas corresponden a las 
razones de cambio de las imágenes de la otra. Por ejemplo, la ve- 
locidad de un móvil (considerada como la imagen del tiempo, 
mediante una función apropiada) es lo mismo que la razón de 
cambio de su posición (considerada también como la imagen del 
tiempo mediante una función apropiada); de manera que, siem- 
pre que queramos relacionar la velocidad del cuerpo con su po- 
sición, podemos usar el cálculo. El método se desarrollará en la 
Unidad 12, Diferenciación L 


El cálculo es valioso en muchas aplicaciones de la matemática; 
en particular, es sumamente útil para formular conveniente- 
mente las leyes físicas. Quizá la mejor conocida de todas ellas 
es la segunda ley del movimiento de Newton, que él utilizó 
para demostrar que las órbitas de los planetas son elípticas; 
esta ley establece que la aceleración de un cuerpo (la razón de 
cambio de su velocidad), multiplicada por su masa, es igual a 
la fuerza total que actúa sobre el cuerpo. También se utiliza 
el cálculo en un amplio campo de aplicaciones fuera de la física; 
por ejemplo, se puede usar en las ciencias económicas para for- 
mular la razón de cambio de los beneficios de una empresa 
cuando varía su nivel de actividad, o en sicología para formular 
la razón a la cual una persona olvida lo que ha aprendido re- 
cientemente. 


El cálculo aparece relacionado con una serie de problemas, de 
los cuales el más sencillo (se discute en la Unidad 9, Integra- 
ción I) es la determinación del área de una región del plano 
limitada por una curva cuya ecuación es conocida. Algunos 
métodos para el cálculo de estas áreas fueron conocidos por los 
griegos, pero apenas hace 300 años que Newton y Leibniz, tra- 
bajando independientemente, descubrieron la íntima relación 
que existe entre este problema y el de la evaluación de la razón 
de cambio de las imágenes de una función. Examinaremos esta 
relación en la Unidad 13, Integración II. 


Para tener una idea de la clase de matemática que se necesita 
como base para el cálculo, se considera lo que se quiere decir 
cuando se habla de la “razón de cambio” de las imágenes bajo 
una función. Por ejemplo, la posición de un automóvil que se 
dirige hacia el norte por una carretera recta se puede deter- 
minar por la distancia a que se encuentre de una posición 
inicial. Esta distancia depende del tiempo. Denotemos la dis- 
tancia por f(t), donde el t es el tiempo que ha trascurrido 
desde el momento en que el automóvil emprendió su recorrido. 
Si conocemos la función f, ¿cómo podríamos calcular la veloci- 
dad*, esto es, la razón de cambio de f(t)? 


* “Velocidad” significa rapidez en una dirección y sentido dados. En este caso 
hay dos direcciones posibles: hacia afuera de la ciudad y hacia la ciudad; y 
las distinguimos dando a la velocidad un signo positivo para el movimiento hacia 
afuera y negativo para el movimiento hacia la ciudad. 
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6h 


Es muy fácil calcular la velocidad media durante algún inter- 
valo de tiempo determinado; es el cociente de la división de 
la distancia recorrida en ese intervalo de tiempo por la dura- 
ción del intervalo. Por ejemplo, si el automóvil recorre 11 km 
en 10 minutos, entonces su velocidad media durante ese inter- 


11 a 
valo de tiempo es — = 66 km/h (puesto que 10 minutos = 
6 


s de hora). Esta regla para calcular la velocidad media se puede 
escribir como una fórmula: 

y E Xx (62) — ft 

velocidad media = 2% = JU) F0) 
tot; ty =E, 

donde t, y t, son los tiempos (contados desde el momento 
de la partida) iniciales y finales del intervalo de tiempo, y 
xy = f(t,), x, = f(t,) son las distancias que, desde el punto 
de partida, ha recorrido el automóvil en los tiempos inicial y 
final del intervalo. 


En muchos casos, sin embargo, la velocidad realmente impor- 
tante no es la velocidad media sino la velocidad instantánea. 


letrópolis 
Mm) 


Supongamos que el automóvil choca con un obstáculo. En tal 
caso, la velocidad de vital importancia para los ocupantes del 
vehículo es la velocidad en el instante de la colisión y no la 
velocidad media durante los 10 minutos anteriores, ni aun 
durante los 10 segundos anteriores, durante los cuales es posible 
que se le aplicaran los frenos violentamente. El modo obvio de 
intentar conseguir una velocidad instantánea de la ecuación 1 
es considerar un intervalo de tiempo de duración nula, esto es, 
hacer t, = t,. Puesto que la distancia recorrida por el auto- 
móvil durante un intervalo de tiempo de duración 0 es 0, la 
ecuación (1) toma la forma $; sin embargo, esta expresión carece 
de sentido porque no es posible dar una definición consistente 


2 
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Ecuación (1) 


* * $ 


de la división por cero. Tomando (t,-— t,) pequeño pode- 
mos calcular la velocidad media durante un intervalo de tiempo 
tan corto como queramos, pero tan pronto como intentemos 
atrapar la velocidad instantánea haciendo cero el intervalo, 
se nos va de las manos toda posibilidad de cálculo ante la im- 
posibilidad de dividir por cero. 


Para poder atrapar ese pez tan huidizo (suponiendo que real- 
mente existe) necesitamos una técnica más refinada, de ma- 
nera que podamos deducir la velocidad instantánea a partir 
de las velocidades medias durante intervalos de tiempo suma- 
mente cortos. La técnica incluye la búsqueda del límite para 
valores muy pequeños de (t,— t,). Antes de que podamos 
entender cómo se buscan las velocidades instantáneas, tene- 
mos que comprender el concepto de límite y ese es el propósito 
de esta unidad. 


Otro lugar donde resulta útil el concepto de límite es en la teoría 
de los procedimientos de aproximaciones sucesivas. Por ejem- 
plo, existe un procedimiento que va produciendo sucesivas 
aproximaciones, cada vez más exactas, de una de las raíces de 
la ecuación cúbica x = ¿(x* + 3). Las tres primeras aproxi- 
maciones obtenidas en este procedimiento, para la ecuación 
considerada, son 0,5, 0,625, 0,648828; más aproximaciones se 
pueden obtener si se utiliza la fórmula u, = Hu_, + 3), 
(k = 1, 2,...) donde us denota la k-ésima aproximación. 
Ninguno de los elementos de esta sucesión es la solución exacta 
de la ecuación cúbica dada, pero existe una íntima relación 
entre esta sucesión y la solución exacta: los números que forman 
la sucesión son aproximaciones de la solución, en el mismo sen- 
tido que las velocidades medias durante intervalos de tiempo 
pequeños son aproximaciones de la velocidad instantánea. 
Para definir con precisión esta relación necesitamos nueva- 
mente el concepto de límite. 


El propósito de esta unidad es explicar lo que se entiende por 
“límite” en matemáticas, tanto dentro de las sucesiones como 
dentro de las funciones. Como el concepto es más sencillo 
cuando se aplica a las sucesiones, comenzaremos por considerar, 
en primer lugar, las sucesiones. 


7.1 SUCESIONES 


7.1.1 ¿Qué es una sucesión ? 


Ya hemos considerado, aunque informalmente, algunas suce- 
siones, en particular en la Unidad 4, Diferencias finitas. En 
esas ocasiones se trataron las propiedades de las sucesiones 
como intuitivamente obvias y, por esa razón, no hubo necesi- 
dad de definir el término “sucesión”; fue suficiente utilizar 
esa palabra con el significado que tiene en la vida diaria. 
Ahora, sin embargo, se utilizarán las sucesiones como los fun- 
damentos de la estructura necesaria para la definición de 
límite y, por consiguiente, es importante que quede claramente 
establecido el significado de esa palabra. 


Se entiende por sucesión un conjunto de objetos (que no han 
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71.1 


Definiciones 
* hh + 


Definición 1 
LR O A 
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de ser necesariamente diferentes) dispuestos en un orden de- 
finido. Podemos tomar como ejemplos de sucesiones: 


(i) Una fila de automóviles detenidos ante una luz roja: 


1er. automóvil 20. automóvil 3er. automóvil 40. automóvil 


(11) Las siete palabras que forman la proposición: 
“La división por cero no está definida” 
tomadas en el orden en que aparecen: 
la, división, por, cero, no, está, definida. 


(111) Los diez números del 1 al 10 tomados en su orden natural: 
1,234,350; 7,8, 9, 10 


Los objetos que forman la sucesión (automóviles, palabras o 


números en estos ejemplos) son sus elementos. Por ahora se Definición 2 
considerarán únicamente sucesiones finitas como las ante- ia 
riores; esto es, sucesiones que contienen un número definido Definición 3 
de elementos. Las sucesiones infinitas se considerarán más Sen 
tarde. 
Hay varias maneras de especificar una sucesión; la más sen- Discusión 

* * 


cilla, utilizada en los ejemplos dados, consiste en enumerar 
todos los elementos en su orden. Algunas veces usamos una 
enumeración incompleta e indicamos, por medio de puntos sus- 
pensivos, que hemos omitido algunos elementos. Así el tercer 
ejemplo podría abreviarse a: 


Ae 10 


Tales enumeraciones incompletas sólo deben usarse cuando, 
por el contexto, se vea claramente cuáles son los elementos 
omitidos. 


La notación es, pues, semejante a la usada en los conjuntos. 
Se diferencian en que para los conjuntos se utilizan las llaves 
o corchetes para encerrar los elementos. Esta diferencia es im- 
portante porque en los conjuntos no se tiene en cuenta el 
orden de los elementos mientras que en las sucesiones sí, 


Si los elementos de una sucesión se cambian de orden, 'se 
produce una nueva sucesión, pero si se cambian de orden los 
elementos de un conjunto, el conjunto sigue siendo el mismo. 
Por ejemplo, la sucesión 1, 2, 3 es diferente de la sucesión 
3,2, 1 pero, sin embargo, 


(1,2,3) = (3,1, 2) 


No obstante, es posible que no siempre sea práctico describir 
una sucesión mediante una enumeración completa o incom- 
pleta. Por ejemplo, si una sucesión tiene un millón de elementos, 
entonces una lista completa de ellos puede ocupar mil páginas 
y una lista incompleta puede no brindar la información nece- 
saria. En tales casos puede ser posible describir la sucesión 
por medio de una regla o una fórmula que determine cuál es el 
objeto que debe aparecer en cada posición de la sucesión. (De 
hecho, como ya veremos, algunas sucesiones ocurren natural- 
mente así.) En el lenguaje de la Unidad 1, Funciones, especifi- 
camos la sucesión definiendo una función. El dominio de esta 
función está constituido por los N primeros números naturales, 
es decir, por el conjunto j1, 2,3, ..., N!, donde N es el nú- 
mero de elementos de la sucesión. La regla debe ser de tal clase 
que, dado un número natural k cualquiera del dominio, se pueda 
determinar el k-ésimo elemento de la sucesión. Como un sen- 
cillo ejemplo, la sucesión que comprende los inversos del primer 
millón de números naturales está especificada por la función, 
digamos f, con la regla 


L— y el dominio (1,2,...,1000000| 


1000 000 


Podemos especificar f mediante la fórmula 


pu — (ke (1,2,..., 1000.000)) 


10=; (ke (1,2,..., 1000.000)) 


Ambas fórmulas nos dicen que, para todo entero k entre 1 y 
1.000.000, el k-ésimo término de la sucesión, denotado por f(k), 
es igual a z Como una abreviación más, es costumbre seguir la 
notación convenida en la Unidad 4, Diferencias finitas, y es- 
cribir u, (o alguna otra letra con un subíndice k) en vez de 
escribir f(k). También es costumbre abreviar la descripción del 
dominio, de manera que el ejemplo anterior se expresa general- 
mente en la forma abreviada: 


(k = 1,2,..., 1000000) 


Uy = 


1 
k 
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Ejercicio 1 


Escribir la sucesión especificada por 
u, =nn +1) (n= 1,2,...,5) 


como una lista completa. ba] 


Ejercicio 2 


Llenar los cuadros en blanco, de manera que la fórmula 


HE 


especifique la sucesión 3,1,2,4,8, 16, 32. A 


7.1.2 Uso de las sucesiones en los cómputos 


. 1 . . 2 
En la Unidad 2, Errores y exactitud, describimos el método 
iterativo para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones 
de la forma 


f(x) =0 


La idea de este método es comenzar con una conjetura de la 
aproximación e irla refinando, mediante la repetición de un 
procedimiento muy sencillo, hasta alcanzar el grado de exac- 
titud deseado. Denótese por u» la mejor aproximación alcan- 
zada antes de la k-ésima aplicación del proceso. Sea N el nú- 
mero total de aplicaciones del proceso de refinación. Entonces, 
los números u,, U», ..., Uy, forman una sucesión cuyos 
elementos son aproximaciones cada vez mejores de la solución 
de la ecuación (1). Tal sucesión recibe el nombre de sucesión 
de aproximaciones sucesivas de la solución de la ecuación. Se 
estudian aquí no solamente por su utilidad sino también porque 
constituyen una introducción natural a la idea de límite. 


En muchos métodos de aproximaciones sucesivas, el procedi- 
miento para calcular una nueva aproximación, digamos uz, 
requiere el conocimiento previo de la aproximación uz-,, pero 
no de todas las aproximaciones anteriores. Un ejemplo es el mé- 
todo para obtener soluciones aproximadas de una ecuación cúbi- 
ca, donde cada nueva aproximación se obtiene de la inmediata 
anterior mediante la fórmula: 


u, = conjetura inicial de la solución 


Otro ejemplo es el método de Newton para evaluar raíces cua- 
dradas Si a es un número cuya raíz cuadrada se quiere conocer 
y Uur-, es una aproximación de Va, entonces el método de 
Newton consiste en tomar, como siguiente aproximación, el 
número 


1 a 
> y Ma 
dle 1 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


7.1.2 


Discusión 
- « 


Ecuación (1) 


Definición 1 


Definición 2 
. » 


Ecuación (2) 
* * 


(continúa en la página 7) 


Solución 7.1.1.1 
2,6, 12, 20, 30 E 


Solución 7.1.1.2 


u,=| 217? [> ¡E le] 


(viene de la página 6) 


a 


Esto es, la media aritmética (promedio) de uz-, y se 


z Ux-1 
toma como una aproximación de su media geométrica (la raíz 
cuadrada de su producto), que es, precisamente, Va. 


Como ilustración del método de Newton calcularemos V10 con 
3 cifras decimales, comenzando con el valor 3 como una primera 
aproximación de V10: 


uy =3 (primera estimación) 
1 10 : 
u> .s 3+ LE 3,167 con 3 decimales (k = 2) 
us = 3,167 + | = 3,162 k=3 
cd 2 , Ú 3,167 E ( Sl 3) 


A 
Uy = > 3,162 ar 3.162 


Si calculáramos más aproximaciones, a partir de u;, estaría- 
mos repitiendo los cálculos que nos condujeron a la aproxima- 
ción de 3 cifras decimales dada por u,, y llegaríamos al mismo 
número 3,162 otra vez. Así, el método da 3,162 como el valor de 
VTO con 3 cifras decimales. Un modo de confirmar que este nú- 
mero es realmente VÍ0 con dicho grado de exactitud, es ele- 
varlo al cuadrado. Obtenemos 


(3,162)? = 9,998 


) - 3,162 (k = 4) 


y, puesto que 
(3,163)2 = 10,005 


el número 3,162 es, en verdad, la mejor aproximación de V10 
con sólo 3 cifras decimales. 


Ejercicio 1 

Utilice el método de Newton para calcular V2 con 3 cifras 
decimales. Tome el valor 1 como primera aproximación. En este 
caso es conveniente escribir la ecuación (2) (con a = 2) en la 
“forma: 


dl === + — => A AA 
2 Un 1 dife- 


A la derecha se da una tabla de E pa rencias 
inversos que permite efectuar in- 

terpolaciones. La tabla en blanco 140 0,714 

que aparece debajo es para que 1.41 0.709 —5 
usted escriba en ella sus resul- 1,42 0,704 4 
tados. 
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Solución 7.1.1.1 


Solución 7.1.1.2 


L 
Las fórmulas que, como la de la ecuación (2), expresan cada 
elemento en términos de sus precedentes, reciben el nombre de 
fórmulas de recurrencia. La fórmula de recurrencia de carácter 
más general tendría la forma 

Uy = F(Ux- 1, Ux-2,Up=3,...) 


donde F es alguna función. En esta unidad se considerarán 
únicamente las formas más sencillas de fórmulas de recurrencia, 
que son aquellas en las cuales cada elemento depende exclusiva- 
mente de su inmediato predecesor. Una fórmula de recurrencia 
de este tipo es 

u, = F(Uy- 1) 


donde F es alguna función. Los cómputos implicados por esta 
fórmula se pueden representar por un diagrama: 


Uk-1 


F 


yu 


El diagrama indica que, si colocamos el número ur-, en la 
función F, obtendremos, como resultado, el número uz. 


Puesto que k puede tomar cualquiera de los valores 2 O Ni 
donde N es el número de elementos de la sucesión, el diagrama 
anterior representa cada uno de los (N — 1) diagramas dife- 
rentes donde k toma esos diferentes valores. Estos (N — 1) 
diagramas se pueden reunir para formar un nuevo diagrama 
que representa todo el proceso por el que calculamos los sucesi.- 
vos elementos u,,u»,..., Un. 
yu 
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Tema principal 


E 


Definición 3 
 * * 


(continúa en la página 10) 


Solución 1 


Ur 


Cuando la fórmula dada se utiliza con u, = 1, encontramos 
que 
uy = 0,5 +1 
=15 
y 
uz = 0,75 + 0,667 
= 1,417 
¿ , 1 
La fórmula exige ahora el cálculo de 5, y en la tabla encon- 


1,417 


tramos los valores de Y 332 Pero no aparecen los de los 


1,41 
puntos intermedios. Podemos, sin embargo, usar la interpola- 
1 
ción lineal para encontrar un valor para Lai7 Interpolando 
obtenemos ? 
1 7 
= 0,709 — 0,005 x — 
1,417 10 


= 0,7055 
Entonces, la fórmula da 
uy = 0,7085 + 0,7055 
= 1,414 


Usando nuevamente la interpolación lineal encontramos que 
us = 0,707 + 0,709 — 0,002 
= 1,414 


Con nuevas iteraciones repetiríamos los cálculos que nos dieron 
us, y, por tanto, podemos detener el proceso aquí, tomando 
como resultado 


V2 = 1,414 (con 3 cifras decimales). |] 
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Solución 1 


(viene de la página 8) 


Un programador de computadores representaría este proceso 
mediante un diagrama más breve que realce el hecho de que 
la misma función F es la que se utiliza reiteradamente pero que 
el proceso de refinación no necesita programarse sino sola- 
mente una vez. 

La característica esencial del nuevo diagrama consiste en la 
sustitución de la cadena que forma el segundo diagrama por el 
circuito: : 


La flecha de la derecha está dirigida hacia arriba para indicar 
que la “salida” de cada aplicación de la función F (excepto la 
última) se usa como “entrada” de la siguiente aplicación. 


Ejercicio 2 


Si una sucesión de al menos 10 elementos tiene la fórmula de 
recurrencia 


u, = Flu - 1) 


donde F es alguna función de dominio R y codominio R, de- 
mostrar que 


uz = FoF(u,) 


(El círculo denota composición de funciones, como en la sec- 
ción 1.2.2 de la Unidad 1, Funciones.) Escribir las fórmulas 
que dan 


(i) u, en términos de u, 
(ii) u,y en términos de us. 


Ejercicio 3 

Una Caja de Ahorros ofrece a sus clientes una tasa de interés 
de r% compuesto anual. Una persona deposita cierta cantidad 
de dinero y la deja en la Caja durante varios años. Si el total 
de dinero que tiene acreditado en su cuenta al cabo de k años 
es $u, escribir una fórmula de recurrencia para la sucesión 
U¡, Uy, .... (Suponer que esta Caja trabaja con una aritmé- 


tica exacta, en vez de llevar las aproximaciones a los centavos 
como suelen hacer los bancos en realidad.) 


7.13 Resumen 


En esta sección hemos definido las sucesiones finitas y hemos 
dado algunos ejemplos para ilustrar los tres modos que se pue- 
den utilizar para especificarlas: 


(i) mediante una enumeración completa o incompleta de 
sus elementos; 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


7.1.3 


Resumen 
* * 


(continúa en la página 11) 


Solución 7.1.2.2 


Puesto que el dominio de F' es el mismo codominio de F, la 
composición F + F está propiamente definida. (Véase el ejerci- 
cio 1.2.2.2(i) de la Unidad 1, Funciones.) Por tanto, las res- 
puestas son 


(1) uy = F(uz) = F(F(u2)) = F(E(F(u))) 
= FoFo Flu) 
(11) uo = F + F(ug) | 


Solución 7.1.2.3 


Al comenzar el k-ésimo año la cantidad acumulada es $u»z-;. 
r 


El interés ganado durante ese año viene dado por 10044: y, 
en consecuencia, el monto, al final del k-ésimo año, es ur-, + 
so Por consiguiente, la fórmula de recurrencia bus- 
cada es 


r 
UU; = + 


Más adelante volveremos a encontrar este tipo de fórmula, 
cuando se estudie la función exponencial. A 


(viene de la página 10) 


(ii) mediante una función f cuyo dominio es |1, 2, ..., N| 
y tal que el k-ésimo elemento de la sucesión es f(k) donde 
R=VR Ni 

(iii) mediante el primer término de la sucesión, u,, conjunta- 
mente con una fórmula de recurrencia, uz = Flux-¡), 
que especifica el k-ésimo término de la sucesión uy, como 
imagen de su predecesor ux-,, bajo la función F. 


Un tipo importante de sucesión finita es la sucesión formada 
por las aproximaciones de la solución de una ecuación, que 
puede especificarse convenientemente de la manera (iii), donde 
u, es una primera basta aproximación de la solución, y F' es 
. la función utilizada para refinar la solución aproximada u-; 
a ur. El cálculo de la solución se puede programar fácilmente 
para un computador puesto que en cada paso se utiliza el mismo 
algoritmo para la refinación. 


7.2 SUCESIONES INFINITAS 


7.2.0 Introducción 


En la sección anterior nos restringimos a las sucesiones finitas, 
esto es, a las sucesiones de un número finito de términos. Así, 
una sucesión finita se puede especificar mediante una función 
ku de dominio [1, 2, ..., N |. Por otra parte, cuando 
una sucesión está especificada por una función k-——>Ux 
cuyo dominio es Z*, el conjunto de todos los enteros positi- 
vos, se dice que es una sucesión infinita. 


aL 
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Solución 7.1.2.2 


Solución 7.1.2.3 


7.2 


7.2.0 


Introducción 
* * 


Definición 1 
«+ + 


El concepto fundamental de la teoría de las sucesiones infinitas 
es el concepto de límite. Hablando de una manera muy general, 
se puede decir que una sucesión formada por las aproximaciones 
sucesivas de algún número tiene como límite dicho número. 
Esta definición, sin embargo, es muy imprecisa para servir de 
fundamento a una teoría matemática. Aunque, en matemática, 
podemos escoger el significado que se quiera para los términos 
técnicos y para los conceptos con los cuales se va a trabajar, 
tenemos, no obstante, que hacer que dichos significados sean 
precisos y carentes de ambigiedades. Por consiguiente, nues- 
tro próximo objeto de estudio será la noción de límite de una 
sucesión infinita. 


7.2.1 Especificación de una sucesión infinita 


Para poder discutir las sucesiones infinitas debemos, ante 
todo, poderlas especificar convenientemente. Los métodos 
utilizados serán los mismos que empleamos para las sucesiones 
finitas, con una sola excepción obvia: nunca es posible una 
enumeración completa de todos los elementos. A continuación 
especificamos una misma sucesión mediante los tres métodos 
diferentes: 


(i) una enumeración incompleta 
1,2, 4, 8, 16,32... 
(11) función 
k—=>2171 (keZz*) 
(111) fórmula de recurrencia 
u; = 1 
y = ZU AR = 2:36 2) 
Una buena manera de conseguir rápidamente una idea del 


comportamiento de una sucesión es trazar la gráfica de su fun- 
ción. Veamos la gráfica que representa la sucesión infinita 


0,3; 0,33; 0,333; 0,3333, ... 


Uk 

0,34 
nr FAA pos oo 

0,33 a 
0,32 / 
0,31 ¿ 
0,30 d 

JA A A A A 

10) 1 2 3 4 5 a 


Gráfica de la sucesión, 0,3, 0,33, 0,333, 0,3333, ... La 
línea punteada no forma parte de la gráfica; su único objeto 
es guiar la vista del lector. 
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Discusión 
* * 


Ejercicio 1 


Enumerar los cinco primeros elementos de la sucesión especi.- 
ficada por 


(i) u, =(—1Y (ne Z*) 


(11) 4, = 3 
Uy 1 
u=3+4+— (k=2,3,4....) E 
10 
Ejercicio 2 


Escribir funciones que especifiquen las siguientes sucesiones: 
(i) 1. —2,3, —4,5, —6,..... 
(1) u; =0 


1 
Sr atar. a 
de E cy 


Ejercicio 3 


Especificar, en términos de fórmulas de recurrencia, las suce- 
siones siguientes: 


(i) 1, —1,1, —1,... 


(keZ*) [e] 


e l 
(1) u, = Ca 


7.2.2 Límites 


En esta subsección se estudia el tema principal de la unidad: 
el concepto de límite. Como a cualquier otro concepto matemá- 
tico, podemos considerarlo desde dos puntos de vista: el in- 
tuitivo y el riguroso. El aspecto intuitivo nos permite reconocer 
las situaciones donde el concepto es probablemente útil; el 
aspecto riguroso nos capacita para aplicarlo correctamente. 
Ambos son esenciales para una buena comprensión; es cierto 
que muchas personas alcanzan sus objetivos matemáticos 
guiándose únicamente por el aspecto intuitivo, pero esto es 
como viajar en un automóvil sin llevar llanta de repuesto; puede 
llegar el momento en que se presente una situación difícil que 
no se pueda superar con los elementos de que se dispone. Co- 
menzaremos con una definición intuitiva y trabajaremos hasta 
llegar a una definición rigurosa. 


En la página 12 se mencionó la noción intuitiva de límite: si 
una sucesión infinita está formada por las aproximaciones 
sucesivas de algún número, entonces diremos que dicho nú- 
mero es el límite de la sucesión. Por ejemplo, la sucesión 


0,3; 0,33; 0,333; 0,3333; 0,33333,.... 


es una sucesión de aproximaciones cada vez más cercanas al 
número 3; su límite, por consiguiente, es |. Si denotamos la 
sucesión u;,, Uz, Uz, ... por u, entonces podemos formular 


convenientemente esta noción intuitiva de límite así: 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


7.2.2 


Definiciones 
Y e». Y 


Notación 1 
- Rh * 


(continúa en la página 14) 
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Solución 7.2.1.1 Solución 7.2.1.1 
(i) —1,1, —1,1, —1 

(11) 035 9.9: 8:83: 8.339; 3.9939 mM 

Solución 7.2.1.2 Solución 7.2.1.2 
(1) k——k- (=D! uez?y 


(ii) La sucesión es 


o o k——>1-—- (keZ*) E 
Solución 3 Solución 3 
(1) u=1 
Ur = —Ur-1 (6 = 23: di) 
(ii) u, = —3 
uy = —3Uui- 1 E=23: 400.) [E 


(viene de la página 13) 


Definición intuitiva de límite Definición intuitiva 1 
» , e Le s ia *h * *x 
“El número lím y es el límite de la sucesión infinita 
u” es equivalente a la proposición “si k es muy grande, 
entonces u, es una excelente aproximación de lím y”. 
No todas las sucesiones tienen límite; por ejemplo, las dos su- 
cesiones 
LLAMA y ME. 
carecen de límite. 
En la primera sucesión, los elementos crecen indefinidamente 
cuando k crece; en la segunda, oscilan entre 0 y 1. En ninguno 
de los dos casos existe un número que satisfaga nuestra defini- 
ción intuitiva de límite. Se distinguirán dos clases de sucesio- 
nes: las que tienen límite y que llamaremos convergentes (tam- Definición 2 
bién diremos que converger) y las que carecen de límite y que cil 
/ . E 6 ” . 
llamaremos 0 convergentes (El término “divergente es muy Definición 3 
corriente.) e. $ 
Para ver si una sucesión es o no convergente, resulta muy útil Discusión 


observar su gráfica*. A continuación se dan las gráficas de ae 
las dos primeras sucesiones anteriores. ¿Puede ver la propiedad 
geométrica de la primera gráfica que corresponde al carácter 
convergente de la sucesión? 


*La gráfica de una sucesión y es la gráfica de la función que define la suce- 
sión, a saber, el conjunto | (k, us) |. 
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Uk 
0,34 
O o CA 
3 a ¿. nada 
0,33 pe 
0,32 7 
0,31 i 
0,30 : 
iS O a a OS a 
1 2 3 4 5 k 
Gráfica de la sucesión 0,3, 0,33, 0,333,... 
Uk 
70 ! 
60 ¡ 
50 
40 / 
30 y 
20 y 
10 ná 
E ú 
Ed 0 k 


A es id ul 
1 2 3 4 
Gráfica de la sucesión 1, 2, 4, 8, 16, 32,... 


La primera sucesión consta de las aproximaciones sucesivas 
y, por consiguiente, cuando k crece, los puntos 


del número ¿3 
la segunda gráfica no se puede trazar una recta que tenga esa 


propiedad. Estos ejemplos muestran que la gráfica de una suce- 
sión convergente y se caracteriza por esta propiedad: cuando k 
es grande, los puntos (%, us) están muy cerca de una recta que 
es paralela al eje k y que se encuentra a una distancia lím u 


1 
de la gráfica se acercan cada vez más a la recta coloreada. En 


de dicho eje. 


Ejercicio 1 
A continuación se presentan las gráficas de algunas sucesiones 
infinitas. ¿Cuáles son convergentes y cuáles son los límites de 


las convergentes? (k E Z*+ en todos los casos.) 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 
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tiva de límite dada en la página 14). 


Si tiene alguna duda, no trate de adivinar; utilice el criterio 
dado en el párrafo anterior (o, si prefiere, la definición intui- 


Uk 


2 poe Panas pen fresa Oia cs ac eo... perno 
i 
Ss o o E ES OS pass po -p 
1 2 3 4 5 6 7 k 
(i) Gráfica de u, =2 
Uk 
1 Ml A A A 
Ñ E ja / Ñ ; ÉS 
4 1 v 4 4 4 1 
4 ly y 4 s U 4 
N ! 1 ! Ñ ; nl 
Si es patos cata (ado Ea Qué: sea ate das ae <a [ero datado [e o > 
1127 3141 516/7 8 k 
v 1 v 1] 1 FA 
4 / v I 4 4 
a y A y Ss 
A y v v 
(ii) Gráfica de u, = (-1)**! 
Uk 
1 
A a E 
E Ñ 
A 
” 
A 
£ 
A 
SS Dn. sdJdoal?. 
1 234 5 6 8 
(iii) Gráfica de u, = El 
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(iv) Gráfica de u,= (-1)*"*k 


-> 
k 


e E E 


2 


1 


A e 


(v) Gráfica de u; = 


2 


1 


11 si k es impar 
1si k es par 


a 
O 
e. 
e 
a 
o, 
e, 


1 


> 
k 


8 


Y 


6 


3 4 


PA 
2 5 


(continúa en la página 18) 


k 
(vi) Gráfica de u, =1+ = 
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Solución 1 


(i) Convergente; el límite es 2. Aquí, todos los puntos (k, u») 
están en la recta que es paralela al eje k y que está situa- 
da a una distancia de 2 unidades de dicho eje. 

(11) No convergente. 

(iii) Convergente; el límite es 1. 
(iv) No convergente. 

(v) Convergente; el límite es 1. 

(vi) Convergente; el límite es 1. 13) 


(viene de la página 17) 
Ejercicio 2 


¿Cuáles de las siguientes sucesiones son convergentes y cuáles 
son los límites de las convergentes? 


(1) u, =k 


1 
k 
1 


(1) u, = 


si k es par 


1 
(iii) u, =4 /k 
0 


si k es impar 


— 


(iv) Ur = + E 
1 1 
(v) uz = 105 ar k 
donde k € Z* en todos los casos. ES] 


Este último ejercicio nos puede dar alguna idea de las dificul- 
tades que podemos encontrar si “viajamos sin llanta de repues- 
to” confiados por completo en la noción intuitiva de límite. 
Para valores grandes de k, los elementos de la sucesión uz = 
1 1 1 


105 +7 en (v) son excelentes aproximaciones del número 105 


y, por consiguiente, 105 satisface la definición intuitiva de 


E ñ 1 a 
límite; ahora bien, como 105 está muy cerca de 0, los elementos 


de la sucesión son también “excelentes aproximaciones” de O, 
de manera que podría parecer que O es, con razón, otro límite 
de la misma sucesión. Esto muestra que la definición intuitiva 
de límite, dada en la página 14, puede conducir a ambigiieda- 
des si se le exige demasiado. Nuestro propósito actual es en- 
contrar una definición que esté libre de tales anbigiúedades. 


Una razón por la cual la definición intuitiva de límite da lugar 
a ambigúedades es que las expresiones “k es muy grande” y 
“4, es una excelente aproximación de lím yu” no se han de- 
finido. De hecho, estas son expresiones cuyo significado depen- 
de de las circunstancias: lo que parece grande a un ratón puede 
no parecer tan grande a un elefante; para un carnicero puede 
ser 0,4999 kg una excelente aproximación de 0,5 kg, pero esta 
aproximación no la acepta un farmacéutico que está pesando 
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Solución 1 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Discusión 
UN 


una droga peligrosa. El problema de establecer proposiciones 
precisas acerca de las aproximaciones se consideró en la Uni- 
dad 2, Errores y exactitud. Vimos allí que para hacerlo tenía- 
mos que especificar una cota de error absoluto. Así, si denota- 
mos esta cota de error absoluto, que es un número positivo, 
por e (la letra griega llamada “épsilon”),' entonces podemos 
interpretar la proposición “u, es una excelente aproximación 
de lím y” de manera que signifique que la diferencia entre uz 
y lím u es menor que o, a lo sumo, igual a la cota de error abso- 
luto, « En símbolos, podemos escribir 


ju, — límu| < e 
o, equivalentemente, 
—=¿< uy —límu<e 
Otro modo de escribir esta misma condición se obtiene cuando 
sumamos lím y a todos los miembros de las desigualdades: 
límu—e<u, <límu+e 
que es lo mismo que 
us € [límu — e, límu + e] 
donde 
[límu — e, límu + e] 


(definido en la página 24 de la Unidad I, Funciones) representa 
el conjunto de todos los números reales x tales que 


límu—¿e<x<límu+e 


A este conjunto lo llamamos intervalo de error asociado al lí- 
mite lím uy y a la cota de error absoluto e. (Así, si el límite es 1 
y la cota de error es 0,005, entonces el intervalo de error com- 
prende todos los números reales desde 0,995 hasta 1,005.) 


El problema vital es, ahora, responder la pregunta: “¿Cuán 
exacto es muy exacto?” o, en otras palabras, “¿Cuán pequeño 
es e?”, Recordando la sucesión 

1 1 


= 10 + (keZ*) 


, 2 mm ; 1 
y nuestra discusión de la página 18, deberíamos tener «e < 105 
para decidir si 105 2 0 es el límite de esta sucesión. Ahora bien, 


Ur 


si tomamos, por ejemplo e = -= tampoco podríamos decidir 


1 1001 10" 
105 TR De hecho, cualquiera que sea el valor que asig- 


nemos a e, encontraremos que todavía existen infinitos posi- 
bles valores de lím y dentro del intervalo de error definido por 
1 

108 
1 

109 
la sucesión y tiene por límite lím y si, para cualquier valor po- 
sitivo de e, uz se encuentra dentro del intervalo de error 
[lím u — e, límu + e] cuando k es muy grande. Esto significa 


entre 


y «e Y con todo, intuitivamente, la sucesión converge a 


. Por consiguiente, dejamos la idea de un e y decimos que 
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(continúa en la página 20) 


Solución 2 


El modo más rápido de proceder es utilizar la definición in- 
tuitiva (página 14), pero si tiene dudas sobre el uso de esa 
definición, trace las gráficas. 


(i) Divergente. Los elementos crecen indefinidamente cuan- 
do k crece y nunca se acercarán los unos a los otros como 
deberían hacer si la sucesión convergiera. 

(ii) Convergente; el límite es 0. Los términos de la sucesión 
se aproximan más y más a 0 cuando k crece. 

(iii) Convergente; el límite es 0. La mitad de los elementos de 
la sucesión son realmente iguales a 0, y los otros elemen- 
tos se aproximan más y más a 0 cuando k crece. 


: o 1 E 
(iv) Convergente; el límite es 1. Puesto que yes muy pequeño 
1 


cuando k es grande, 1 + 7 está muy cerca de 1 cuando 


| 


k es grande. 


1 
105" Véase la discusión en la 


página 18. | 


(v) Convergente; el límite es 


(viene de la página 19) 

1001 
10?” 
límite de nuestra sucesión porque podemos tomar « menor 
1 1001 
10% 107* 
cualquier otro valor sugerido para lím y. 


1 : 
que ahora podemos escoger entre my y digamos, como 


dia : 1 
que En general, podemos distinguir entre 705 y 


Pasemos ahora a buscar una definición para “kh es muy grande” 
de manera que obtengamos, para esta proposición, una preci- 
sión semejante. Para ver cómo podemos alcanzar esa meta, 
observemos los siguientes diagramas, donde se han trazado 
las gráficas de 


(- 14 
(k + 2y? 


Up = 1 + (keZ*) 


TS 


12 13 1 


LF TTTTETE sw ans ES 
1 1 


3436708901 
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Solución 2 


1234558780100 144144. .—. k 


En el primer diagrama se tiene que los únicos puntos de la 
gráfica que no están entre las rectas paralelas que representan 
el intervalo de error [1 — 0,2; 1 + 0,2] son los que corres- 
ponden a k=1 y k=2; en consecuencia, si e=0,2, po- 
demos decir que los valores “muy grandes” de k empiezan en 3. 
En el segundo diagrama se observa que los únicos puntos de 
la gráfica que no están entre las rectas paralelas que represen- 
tan el intervalo de error [1 — 0,1; 1 + 0,1] son los que 
corresponden a k = 1, 2, 3 y 4; en consecuencia, si e = 0,1, 
entonces los valores “muy grandes” de k empiezan en 5. Si e 
se hace menor, entonces son más y más los valores de k que 
quedan fuera de las rectas paralelas, pero siempre es posible 
llegar a un punto de la gráfica (como el punto (3, uz) para 
e=0,2 o (5,u;s) para e=0,1) tal que, a su derecha, todos 
los puntos de la gráfica estén entre las rectas paralelas. Esta 
es la parte esencial: para cualquier valor positivo de la cota 
de error absoluto e, existe un elemento de la sucesión tal que 
todos los elementos siguientes caen dentro del intervalo 
de error. 


ll —e1+¿e 


Por ejemplo, si e es entonces la condición para que un 


1 
10%” 
elemento u, caiga dentro del intervalo de error es 

1 (- 14 1 
l-= =GS14+—58< — 
Td 7 di 


Según las reglas que rigen las operaciones con las desigualda- 
des (véase la Unidad 6, Desigualdades), podemos restar 1 de 
cada miembro de estas desigualdades y obtener 
1 (- 14 1 
< < 
10% “(2 +k)? = 108 
Puesto que (—1)* toma los valores +1 y —1 únicamente, 
este par de desigualdades se verifica si 
A tad 
Sara Y arar 
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Como las dos últimas desigualdades son equivalentes, basta 
pedir que 
4 Z 1 
(2 +k)? * 10% 


que es equivalente a 4.000.000 < (2 + k)? y es, por consi- 


E : 1 
guiente, verdadero para todo k > 1998. Si e es 10% 
todos los elementos que siguen al 1998” término están dentro 
del intervalo de error. 


entonces 


Generalizando esta idea para que incluya cualquier sucesión 
infinita, podemos adoptar la siguiente definición: 


Definición rigurosa de límite 


“El número lím y es el límite de sucesión infinita y” 
es equivalente a la proposición “para toda cota de 


error positiva e, existe un elemento de la sucesión 
tal que todos los elementos siguientes están dentro 
del intervalo de error [límu — e, lím u + e].” 


En efecto, esta definición establece que, cualquiera que sea la 
exactitud que escojamos para trabajar, siempre podemos utili- 
zar Uu;, U, Uz, ... Como una sucesión de aproximaciones 
para calcular el número lím uy si lím y existe); porque existe un 
elemento de la sucesión tal que, más allá de él, todos los ele- 
mentos son (en esa exactitud) indistinguibles unos de otros 
y, por tanto, cualquiera de esos elementos puede utilizarse 
como el valor aproximado de lím y. 


Se requiere un poco de experiencia para poder usar la defini- 
ción rigurosa. En caso de dudas, obsérvense nuevamente los dos 
diagramas de las páginas 20 y 21 y trátese de imaginar cómo se 
verían si e se redujera más aún, y si se pudiera encontrar un 
valor conveniente de N (la distancia desde el eje uz hasta el 
área sombreada) por muy pequeño que fuera el valor de e esco- 
gido. Para hacer esto, recuérdese que la gráfica que hemos tra- 
zado muestra solamente unos pocos de los primeros elementos 
de sucesión, pero que la verdadera gráfica se extiende indefini- 
damente hacia la derecha puesto que la sucesión no tiene 
último elemento. (De hecho, los conceptos de límite y de con- 
vergencia no se aplican a las sucesiones finitas.) 


Una de las dificultades que tiene el uso de la definición rigu- 
rosa del límite es que exige demostrar algo acerca de cualquier 
valor positivo de e, y acerca de todos los elementos que 
siguen al N-ésimo elemento de la sucesión. No se puede tra- 
bajar ni considerar separadamente cada valor de e ni cada 
uno de los elementos de una sucesión; en consecuencia, se 
debe encontrar la manera de considerarlos conjuntamente. 
En la práctica tenemos que demostrar un pequeño teorema 
para cada sucesión en particular. Los siguientes ejemplos indi- 
can cómo se hace. 


22 


MB 7.2.2 


Tema principal 
£.  * 


Definición 4 
h * * 


Ejemplo 1 
Probar que 0 es el límite de la sucesión 1, 3, 1.... 


La definición exige probar que, para cada cota de error posi- 
tiva e, existe un elemento (digamos el N-ésimo) tal que todos 
los elementos siguientes están dentro del intervalo de error 
[0 —e, 0+e]. Para comenzar, demostrémoslo para un valor 


, ] 1 , 
particular de e, digamos 10 Entonces, puesto que el k-ésimo 


cs 1 , 
elemento de la sucesión es % el problema consiste en encontrar 


un entero positivo N tal que todos los elementos u,, después 
del N-ésimo, verifiquen que 


1 1 


EE => 
a AED 
Esto es, queremos encontrar un N E Z*+ tal que 
ES (ke Z* k > N) 
T1i05k310 z 
1 $ 
30 10 
5] 
3 1 
: en Aa 1 1 Ms 
Ahora bien, la desigualdad =20 _ se verifica para todo 


REZ*, lo cual implica que no existen restricciones para N. 


1 
Para trabajar con la desigualdad ¡Ss 10 * busca su solución 


utilizando los métodos de la Unidad 6, Desigualdades. Multi- 
plicando ambos miembros por 10%, (un paso que se justifica 
puesto que k E Z*), se encuentra que es equivalente a 


10<k (keZ* y k>N) 


0 1 2 e s $ = ; SE 


Esto es, queremos encontrar un entero positivo N tal que todo 
entero k mayor que N sea, al mismo tiempo, mayor o igual a 10. 
Existen muchos números con esta propiedad; uno de ellos es 
el. mismo 10. Así, pues, hemos demostrado que, sie tiene el 
valor particular 5, podemos satisfacer la definición de límite, 
para esta sucesión, tomando N = 10. 


Para completar la demostración de que 0 es el límite de la su- 
5 l : , 
cesión us = ; tenemos que probar que, para cualquier nú- 


mero positivo e, no necesariamente +, podemos encontrar 
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Ejemplo 1 


un N que verifique la definición. Esto es, tenemos que encon- 
trar un entero positivo N tal que 


<e (keZ? y k>N) 


3 1 ; ; 
Una vez más, la desigualdad —e< k no presenta ninguna restric- 
:e , 1 E 
ción a N. La desigualdad ys e es equivalente a 


(keZ* y k>N) 


y, por tanto, queremos un entero N tal que todo entero k mayor 
que N sea también mayor que - (que debe ser positivo pero 
que no es necesariamente un entero). Tal N puede encontrarse; 
por ejemplo, el primer entero después de * cumple esa condi- 


ción. Puesto que podemos encontrar un N conveniente para 

cualquier número positivo e, por muy pequeño que éste sea, 

se verifica la definición de límite y, por consiguiente, se ha 
1 


demostrado que 0 es el límite de la sucesión uz = E A 


Ejercicio 3 

Verificar, mediante la definición rigurosa de límite, que el 

de 7 1 

límite de la sucesión uz = ma es 0. Puede tomarse N como el 

primer entero después del número —z. El 
wa 

Ejercicio 4 


Verificar, mediante la definición rigurosa de límite, que el lí- 
mite de la sucesión 0,3; 0,33; 0,333; 0,3333, ... es 3. Puede 
utilizarse el hecho que 


1 -0,3...3=0,00...0333...=3 x 107* 
k cifras k ceros 


y, para cualquier valor particular de e, tómese N como el nú- 
mero de ceros consecutivos que hay después de la coma decimal 
en la representación decimal de e. |] 
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MB 7.2.2 
Solución 3 E Solución 3 


Queremos demostrar que, para todo positivo e, existe un en- 
tero positivo N tal que 


1 
—€ < E == 
La desigualdad de la izquierda no presenta ninguna restricción 
a N. La desigualdad de la derecha es equivalente (puesto que e 
y k?* son positivos) a 


0O<eé (keZ*?* y k>N) 


y, por tanto, a 


1 
de 
Para satisfacer la definición de límite, requerimos, por consi- 
guiente, un N suficientemente grande para asegurar que, siem- 
e . 1 

pre que k sea mayor que N, sea también mayor o igual a Ey 

€ 
El valor de N sugerido en la pregunta es suficientemente grande 
para este propósito. A 


Solución 4 Solución 4 


Queremos demostrar que, para todo positivo e, existe un en- 
tero positivo N tal que 


$-€<0,333...3<j+e (keZ* y k>N) 
gd 


k cifras 


La desigualdad de la derecha no presenta restricciones a N 
porque 


0,33...3<j<i+e 
_ 
k cifras 


para todos los valores permitidos de k y e. La desigualdad 
de la izquierda puede escribirse 


k ceros 
que es equivalente a 
0,00...033...< e (keZ* y k>N) 
— 
k ceros 


Ahora queremos encontrar un N que sea lo suficientemente 
grande para asegurar que, si k > N entonces se verifica la des- 
igualdad anterior. En la pregunta se sugiere que se escoja un N 
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de manera que se le dé a « una representación decimal de 
la forma 


¿0= 0/00... Oajas..... 
y 
N ceros 


con 41 2.1. 


Entonces, si k > N, la representación decimal de ¿— uz 


tiene más ceros consecutivos después de la coma decimal que 
los que tiene e, de manera que 


0,00...033...<0,00...0a,a>... 
A > A 


k ceros N ceros 


se verifica realmente. Hemos verificado, así, que, para cual- 
quier e, existe un elemento uy tal que todos los elementos 
siguientes están en [| — e, 3 + e], y, por tanto, según la defi- 
nición de límite, el límite de la sucesión es 3. A 


7.2.3 Límites de funciones reales 


Aunque la noción de límite toma su forma más sencilla cuando 
se aplica a las sucesiones, eso no significa, en manera alguna, 
que su aplicación esté restringida a las sucesiones. Por ejemplo, 
cuando se tañe una campana, la presión del aire circundante 
variará con el tiempo como se representa “a grosso modo” en 
el siguiente diagrama: 

La 


presión 


tiempo 


La amplitud de las oscilaciones va decreciendo lentamente 
con el tiempo, de manera que, pasado cierto tiempo, la presión 
es aproximadamente constante e igual a la presión atmosférica. 


Esta gráfica es cualitativamente semejante a la gráfica de 
una sucesión convergente, por ejemplo a la parte (vi) del ejer- 
cicio 7.2.2.1 y, por tanto, es razonable suponer que podemos 
utilizar aquí las ideas de convergencia y límite. En ambos 
casos consideramos una función: en el ejemplo de la campana 
se observa que la presión del aire depende del tiempo trascurri- 
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7.2.3 


Discusión 
Rh * 


do desde que se tañó la campana y, en el ejemplo de la: sucesión, 
el valor del k-ésimo término depende de k. La diferencia prin- 
cipal entre estas dos funciones es que, en el ejemplo de la cam- 
pana, el dominio es R+* mientras que, en una sucesión infi- 
nita, el dominio es Z*+. A pesar de esta diferencia, ambas 
definiciones de límite, la intuitiva y la rigurosa, se pueden 
llevar fácilmente de las sucesiones a las funciones cuyo dominio 
es R*+ (0, en general, R)*. Como otro ejemplo consideremos 
la gráfica siguiente que muestra cómo, en un instante deter- 
minado, la presión atmosférica depende de la altura sobre el 
nivel del mar. 


» presión (atmósferas) 


q ABN 
5 10 


Cuando la altura es muy grande, la presión atmosférica es muy 
pequeña. La semejanza de este enunciado con la definición 
intuitiva de límite de una sucesión infinita (página 14) sugiere 
que el concepto de límite será útil aquí. En consecuencia, adop- 
tamos la siguiente definición: 


Definición intuitiva de límite 
Si f es una función real y L es un número, entonces 
“L es el límite de f para números grandes de su do- 


minio” es equivalente a la proposición “siempre que 
x sea suficientemente grande, f(x) es una excelente 
aproximación de L”. 


Usaremos aquí la notación lím f(x) para representar el límite 
y grande 


de f para valores grandes de su dominio**. Así, si f es la fun- 
ción que aplica el tiempo trascurrido a la presión (primera grá- 
fica de esta sección), entonces lím f(x) es la presión atmosférica 


x grande 


*Recuérdese que llamamos función real a la que tiene por dominio y codominio 
el conjunto de los números reales R o subconjuntos de R. 


**En lugar de x podría utilizarse cualquier otra letra; por ejemplo, lím, fu. 
t grande 


Aunque para expresar esta misma idea existen y se utilizan otros símbolos, 
tales como lím f(x) preferimos, por ahora, evitar el símbolo « porque es 
xo 


muy peligroso a menos que se comprenda profundamente. 
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Definición intuitiva 1 
e y e 


media, y si g es la función que aplica la altura a la presión 
(segunda gráfica), entonces lím g(x) es O. La misma notación 


x grande 


s 
puede utilizarse para los límites de las sucesiones; así, el límite 


pd 1 
de la sucesión 1, >, 3, ... se puede escribir lím ,. 
k grande 


Ejercicio 1 


Todas las funciones siguientes tienen por dominio el conjunto 
R*, ¿Cuáles tienen límites para números grandes de su domi- 
nio y cuáles son esos límites? 


(1) 44 


(1) 1—o?? 


sa 1 
(111) 1 ——- 


Ejercicio 2 


Escribir una definición precisa, análoga a la definición dada 
en la página 22, para la proposición L = lím f(x), donde f es 
x grande 

una función cuyo dominio es R*. j ll 
Hay otra manera de aplicar el concepto de límite a las funcio- 
nes. En esta ocasión la analogía con los límites de las sucesio- 
nes no es tan evidente. La necesidad de este nuevo tipo de 
límite se bosquejó en la introducción de este texto cuando se 
mencionó el problema de la definición de la velocidad instan- 
tánea. Allí consideramos un automóvil que viajaba en línea recta 
y denotamos su distancia al punto de partida, en un instante t, 
por f(t). Se encontró que la velocidad media durante el inter- 
valo de tiempo que comienza en algún tiempo t, y que ter- 
mina en algún otro tiempo t, venía dada por la fórmula: 


JM) — ft) 


velocidad media en [t,,t,] = a ; 
2 LI 


= w(t,,12) 


Esta fórmula define w(t,,t,) para t, < t, y también, para 
t, > t,, pero no la define para t, = t,, porque no hay ma- 
nera de definir, de modo consistente, la división por 0. 


Así, la fórmula da la velocidad media durante un intervalo, no 
nulo, de tiempo, pero no define directamente una velocidad 
instantánea. Se puede, sin embargo, construir una definición 
de velocidad instantánea en términos de la velocidad media, 
si utilizamos el concepto de límite. Es razonable suponer que 
la velocidad instantánea no varía muy rápidamente ni fluctúa 
ampliamente y que, en consecuencia, la velocidad media, du- 
rante un intervalo de tiempo muy corto que incluye el instante 
t,, puede tomarse como una buena aproximación de la velo- 


28 


MB 7.2.3 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
». » 


cidad instantánea. Para simplificar, busquemos una definición 
de la velocidad instantánea, v,, en un instante particular ti, 
en términos de las velocidades medias durante intervalos de 
tiempo que comiencen o terminen en t;. 


En otras palabras, si definimos una función g por 


g:——>w(t,,t) (t € pertenece al dominio de f y t X t,) 


g(t) = w(t,,t) 


entonces g(t) es una excelente aproximación de vu, siempre 
que t esté muy cerca de t,, pero g(t,) no existe. Esto es igual 
a lo que establece la definición intuitiva 1, página 27, para el 
límite de una función para valores muy grandes de su dominio, 
excepto que aquí se consideran valores muy cercanos a t,, en 
vez de valores muy grandes. Hemos llegado así a una nueva clase 
de límites, cuya definición intuitiva se puede establecer como 
sigue: 


Definición intuitiva de límite 
Si g es una función real y a y L son números reales, 


“L es el límite de g cerca de a” es equivalente a la 


“ 


proposición “si x está muy cerca de a, pero no es 
igual a a, entonces g(x) está muy cerca de L”. 


La notación que utilizaremos para representar el límite de g 
cerca de a es 


lím g(x) 


xa 


La notación 


lím g(x) 

xa 
es más común pero ya hemos estado utilizando la flecha recta 
para denotar las aplicaciones. El límite de g cerca de a se des- 
cribe frecuentemente como “el límite de g(x) cuando x se 
aproxima (o tiende) a a” porque, muchas veces, es conveniente 
considerar los límites en términos de movimiento: si el valor 
de x varía con el tiempo y se mueve continuamente hacia a 
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Definición intuitiva 2 
h * * 


Notación 1 
h « 


(continúa en la página 30) 


Solución 1 
(1) 4 
(11) No hay límite. 
(iii) 0, porque, si e es un número positivo cualquiera, en- 


¡| , ? 
tonces, para todo 1 >-, 5 está en el intervalo de error 
€ 


[0 —e 0+e]. 
(iv) No hay límite. 


La gráfica continúa oscilando entre +1 y —1 y, como en 
la sucesión 1, —1,1, —1, ... no existe límite. 
(v) 0. Dada cualquier cota de error positiva e, podemos ase- 


sent . 
gurar que el valor de ER cae en el intervalo |—e, e] 


sen! 


, 1 
con sólo tomar t > -;en tal caso, tenemos que 
€ 


.< €, 


puesto que |sent| < 1. (El argumento es semejante al 
que utilizamos en (iii).) 
Solución 2 
Decimos que el número L es el límite de la función f de dominio 
R+ si, para todo número positivo e, existe un número T tal 
que, para todo t > T, 
ft e[L-eL+e] 
es decir, 


L-esf(0<L+e 160] 


(viene de la pagina 29) 


(aun cuando nunca llegue allí), entonces el valor de g(x) varía 
continuamente y se acerca cuanto queramos a lím g(x). (Esto 
xa 


es análogo a pensar que, si u,, u,, ... es una sucesión in- 
finita convergente y se incrementa continuamente el valor 
de k, entonces u, estará eventualmente tan cerca como quera- 
mos del límite de la sucesión.) 
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Solución 1 


Solución 2 


Definición 
rigurosa 1 


ru e 


En esta definición debe notar que a mismo no pertenece al 

dominio de g: la definición se refiere a valores de x que están 

muy cerca de a, pero no se refiere a x =a. Si a pertenece al 

dominio de g, el valor de g(a) no afecta el valor de lím gl(x) y 
pe 


ambos números pueden ser iguales o distintos. Si a no perte- 

nece al dominio de g, entonces g(a) no existe, pero aun es 

posible que lím g(x) exista. En el siguiente ejemplo los límites 
UR 


para valores de x cercanos a +1 y a —1 tienen exactamente 
los mismos valores que si la gráfica fuera una línea recta con- 
tinua: 


g(x) 


El diagrama anterior es la gráfica de la función g definida por 


y sir l 


su— (0 pa (xeR y xX%-—1) 


En esta gráfica, 


lím g(x) = 0 = g(0) 


pero 
lím g(x) = 1% g(1) 

y 
lím g(x) = —1, pero g(—1) no existe. 
e | 


(Véase nuestro ejemplo de velocidad, dado anteriormente: pre- 
cisamente, por no estar definido g(t,), utilizamos lím g(x) 


xt 
como nuestra definición de v;,.) 
Ejercicio 3 


Trazar las gráficas de las siguientes funciones y determinar sus 
límites cerca de 1. 


(i) g,,donde g,:x——>x +1 (xeR) 
xx $ six 1 

(11) g,, donde 8331 j (xeR) 
A, six =il 
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Ejercicio 3 
(4 minutos) 


(7 - 1) 


(11) g3, donde g,:x=-—> SN 


(xeR y x%1) Si 


Ejercicio 4 


¿Es verdadera o falsa la siguiente proposición? Si es verdadera 
presentar una prueba* o una demostración; si es falsa, dar 
un contraejemplo. 


“Si lím f(x) = L, donde a y L son números reales y f es una 
xa 


función real, y si x,, x,, Xx3, ... es una sucesión cuyo límite 
es a y cuyos elementos son todos distintos de a, entonces el 
límite de la sucesión fílx,), flx»), ... es L”. 50 


Ejercicio 5 


Si a y L son números reales y si g es una función real, entonces 
L = lím g(x) implica una de las siguientes proposiciones: 
xa 


(i) Dado un número positivo cualquiera e, es posible en- 
contrar un número positivo ó tal que, para todo x de 
la — 0, a + ó] tengamos que g(x) E [L—e L + el. 

(ii) Para cada número positivo e, existe un número positi- 
vo ó tal que la imagen producida por g del conjunto 
¡x:0< |x —a|< 5j esunsubconjunto de [L—e L+e]. 

(111) L = g(a). (El 


Solución 3 


(i) 


Vemos que lím g,(x) = 2. En este caso, g,(1) existe y, 


además, es igual a 2. 


*Una “prueba” es, para nosotros, un argumento que no constituye una de- 


mostración rigurosa; por ejemplo, un argumento basado en un diagrama o 
en una definición intuitiva. 
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Ejercicio 4 
(5 minutos) 


Ejercicio 5 
(5 minutos) 
 * *R 


Solución 3 


MB 7.2.3 


(ii) 
Aun cuando g,(1) = 0, el límite es el mismo que en (i). 
En este caso, g,(1) existe (su valor es 0) pero no es el 
mismo que lím g,(x), cuyo valor es 2. 
(ii) ga(x) 
2 
—_—_—_—_—————————_——— 
1 x 
En este caso, 
cl A MR 
cu ql x—1 
=x+1 
(La división por x — 1 es válida; x — 1 nunca es cero 
porque 1 no pertenece al dominio de gz.) Aunque g3(1) 
no está definido, lím g£,(x) existe y es igual a 2. lo 
Solución 4 Solución 4 


La proposición es verdadera. 
Poseemos dos informaciones: 


(i) lím x,=a, 
k grande 


(1) Lim fix) = E. 
xa 
Por (i) sabemos que 
si k es grande, entonces x, está cerca de a; 
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por (ii), sabemos que 

si x, está cerca de a, entonces f(x») está cerca de L. 
Combinando ambas informaciones, llegamos a que 

si k es grande, entonces f(x») está cerca de L, * 
o, en otras palabras, 


lí = b; 
k tra flan) [El 


Solución 5 
La alternativa (ii) es la correcta. 


La alternativa (iii) es incorrecta porque g(a) no necesita ser 
igual a lím g(x). Véase el ejercicio 3 (ii) donde no son iguales. 
E TU 


La alternativa (i) es incorrecta porque se refiere a “todos los x 
de [a — 5, a + ó]” cuando, en realidad, el punto x = a 
debe excluirse del conjunto de valores de x considerados. 


Una vez más el ejercicio 3 (ii) nos ofrece un contraejemplo; aquí 
tenemos que 


x+lsixxXl 
g(x) = . (xeR) 
0 31x= 1 


y, por consiguiente, si x E [1 — 6,1 + ó], entonces g(x) € 
[2 — 5,2 + ó] si x4 1, pero g(1) = 0. Se sigue que, dado 
un número cualquiera (pequeño y positivo) e, es imposible 
encontrar un número positivo ó tal que, para todo x de 
[1 — 5,1+ 6], g(x) E [L — e, L + e] como se requiere en (i). 


La alternativa (ii) es correcta: se diferencia de (i) solamente 
en la exclusión del punto x =a del conjunto de valores de x 
considerados. De hecho, esta proposición es la base de la si- 


guiente definición, más comprensiva, de lím g(x): 
xa 


El límite de una función g cerca de un punto a de su dominio 
es un número L tal que, para todo número positivo e, por muy 
pequeño que sea, existe un número positivo ó tal que el con- 
junto ¡x:0 < |x — al < ó y x€ al dominio de g| no es 
vacío y su imagen, bajo g, es un subconjunto de [L — e L+el. 

a 


7.2.4 Resumen 


En la Sección 7.2.1 extendimos el concepto de sucesión finita 
al de sucesión infinita. 

En la Sección 7.2.2 definimos el límite de una sucesión infinita 
intuitiva (página 14) y rigurosamente (página 22). Discutimos 
varios ejemplos y encontramos que, para estudiar el comporta- 
miento de una sucesión, resulta muy útil trazar la gráfica corres- 
pondiente. 


En la Sección 7.2.3 notamos que una función de dominio R+ 
es un concepto semejante al de una sucesión infinita (que está 
definida por una función de dominio Z*). Definimos dos 
clases de límites para ese tipo de funciones: el límite para va- 
lores grandes de x de su dominio (página 27) y el límite cerca 
del punto x =a,a ER* (página 29). 
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Solución 5 
*. * 


Definición 
rigurosa 2 
hh 


7.2.4 


Resumen 
h * * 


MB 7.2.4/7.3.0/7.3.1 


En la solución 5 explicamos que 


“L =limg(x)” 


AA 


es equivalente a la proposición: 


“Dado cualquier número positivo e, existe un número positivo 
ó tal que el conjunto 


(x:0<|x—a| <0 y x E al dominio de g| 
no es vacío, y su imagen, bajo g, es un subconjunto de 


¡L-al +? 


7.3 EVALUACION DE LIMITES 7.3 
7.3.0 Introducción 7.3.0 


El objeto de esta sección es desarrollar una técnica para sim- Introducción 
plificar el cálculo de los límites de manera que se haga innece- ii 
sario volver a la definición de límite cada vez que queramos 

evaluar alguno. La idea básica es que las sucesiones que tienen 

una regla de formación complicada se pueden descomponer en 

otras más sencillas por medio de operaciones tales como la adi- 

ción y la multiplicación. Si conocemos el modo en que estas 
operaciones algebraicas se reflejan en el comportamiento de los 

límites de las sucesiones, podremos evaluar los límites de suce- 

siones más complicadas en términos de otras más sencillas. En 

otras palabras, queremos definir conceptos tales como la suma 

y el producto de dos sucesiones y, por ejemplo, relacionar el 

límite de la suma de dos sucesiones con los límites de las suce- 

siones que han dado lugar a la suma. 


7.3.1 Adición y multiplicación de sucesiones 7.3.1 


Estas ideas se pueden expresar con mayor precisión si utiliza- Tema principal 
mos el concepto de morfismo que desarrollamos en la Unidad 3, ES 
Operaciones y morfismos. Aquí nos preocuparemos por los mor- 

fismos relacionados con la función que aplica las sucesiones 

convergentes a sus límites. Ya hemos esbozado la idea de esta 

función cuando escogimos la notación lím y para representar 

el límite de la sucesión u. De hecho, si consideramos lím como 

una función cuyo dominio es el conjunto de las sucesiones con- 

vergentes, podemos escribir lím (u), pero hemos preferido omitir 

el paréntesis. 


La primera operación algebraica que consideraremos es la adi- 
ción. Para llegar a una definición significativa de la adición de 
sucesiones, nos valdremos del hecho que una sucesión infinita 
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se especifica mediante una función de dominio Z*: es decir, 
u está especificada por la función f, donde 


F:k—>us (keZ*) 
y y está especificada por la función g£, donde 


20, (keZ*) 


El objeto de esta aclaración es que, en la Unidad 1, Funciones, 
obtuvimos la definición para la suma de dos funciones. Apli- 
cada a las dos funciones f y g, ambas de dominio Z*, la defi- 
nición es 


f+g:ik—/f(k) + g(k) (keZ*) 


Denotamos la sucesión especificada por f + g por yu + p; de 
manera que u +uy es la sucesión 


Uy + 0,, 42 + 07,43 +03... 


Esto es, para sumar sucesiones, sumamos los elementos corres- 


pondientes. Por ejemplo, si y es1,2,3,4,...ypes1,l, 1 h..., 


entonces y + y es 2,23,31,41,.... 


Nótese que el símbolo “+” que aparece en u + y es, en reali- 
dad, un nuevo símbolo que denota la operación de “adición de 
sucesiones”. Usamos el mismo símbolo que el que denota la ope- 
ración de “adición de números reales” porque las dos operacio- 
nes tienen propiedades semejantes; por ejemplo, ambas opera- 
ciones son conmutativas y asociativas. 


Ejercicio 1 


Si y es 34, 33,31,34,... y pes2, 2,2, 2,..., ¿qué es y + y? 
Además, ¿cuáles son los límites de u, p, y u + Y, y, ¿cómo están 
relacionados entre sí? | 


Ejercicio 2 


Si u y'p son sucesiones convergentes, dar una prueba (esto es, 
un argumento basado en la definición intuitiva de límite) de 
que y + p también converge y que su límite es lím y + lím y. 

yu 


El resultado del último ejercicio muestra dos cosas. La primera 
es que, si dos sucesiones son convergentes, entonces su suma 
es una sucesión convergente, o, en el lenguaje de la Unidad 3, 
Operaciones y morfismos, que el conjunto de las sucesiones con- 
vergentes se cierra respecto a la adición. La segunda es que 
existe un morfismo en el cual la operación de adición de suce- 
siones se lleva, mediante la función lím, a la operación de 
adición de números (los límites de las sucesiones). Esto mismo 
se puede establecer mediante el siguiente esquema 
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Notación 1 
h + 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Tema principal 
h kh * 


o mediante el siguiente diagrama conmutativo: 


+ 


id ==24 + 8 
lím lím 


(Lím y, lím e ————— Al +lím y 
= lím (u + y) 


Si nos movemos desde el vértice superior izquierdo hacia el 
vértice inferior derecho pasando por el vértice superior derecho, 
obtenemos lím(u + y), pero si el recorrido lo hacemos pasando 
por el vértice inferior izquierdo, obtenemos lím u + lím y, que 
es el mismo resultado anterior. 


La operación de multiplicación se puede considerar de la misma 
manera. Para definir la multiplicación de sucesiones, nos referi- 
mos nuevamente a la Unidad 1, donde el producto de dos fun- 
ciones f y g, ambas de dominio Z*, se define por 


Pxgk ——ftk) x g(k) (keZ?”) 


Si denotamos por y X y la sucesión especificada por f X g, 
tenemos que u X y es la sucesión 


Uy X Uy, Uz X U2,Uz X Uz,... 


es decir, para “multiplicar” sucesiones, multiplicamos los ele- 
mentos correspondientes. Por ejemplo, si y es 1,2,3,4, ... yy 
es 10, 100, 1000, 10.000, ..., entonces y X y es 10, 200, 3000, 
40.000,.... (Hay otras formas de definir la “multiplicación” de 
sucesiones pero, en el contexto de límites, la Notación 3 es la 
más útil porque se adapta al morfismo que queremos desarrollar.) 


Nótese que el símbolo “*X” usado en y X y es, en realidad, un 
nuevo símbolo que denota la “multiplicación de sucesiones”. 
Utilizamos el mismo símbolo de la “multiplicación de números 
reales” porque ambas operaciones tienen propiedades seme- 
jantes. 


Ejercicio 3 


Sig: es 0,2; 0,22; 0,222; 0,2222 :...Y ves as93 08: 3,003; 
3,0003; ..., ¿quées u X y? Además, ¿cuáles son los límites de 
U, Y, Y u X yv, y, ¿cómo están relacionados entre sí? A 
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Regla 1 


hh * 


Notación 3 
* + + 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Solución 1 

La sucesión u + y es 53,53, 51,54, .... El límite de yu es 3 y 
el límite de y es 2. Además, de la forma en que hemos expresado 
la sucesión u +y, concluimos que el límite de u+uy es 5. 
Estos límites están relacionados entre sí por la igualdad 


lím y + lím y = lím (u + p) sl 


Solución 2 


“y es convergente” significa que podemos encontrar un N E Z+ 
tal que u, esté tan cerca de lím y como queramos para todo 
R>N. 


“py es convergente” significa que podemos encontrar un M € Z+ 
tal que uv, esté tan cerca de lím y como queramos para todo 
k> M. ' 


Intuitivamente, esto significa que podemos encontrar un 
PEZ tal que uz + Uz esté tan cerca de lím u + lím p como 
queramos para todo k > P, donde P depende de N y Mi; esto 
es, y +Fy converge a límu + lím y. 


Esto sugiere también una demostración rigurosa: véase el 

Apéndice 1. a 

Solución 3 

Multiplicando una sucesión por la otra obtenemos la sucesión 
0,66; 0,6666; 0,666666; ... 

Ahora bien lím y = 0,2222... = ¿y límy =3. 


Además, de la sucesión que acabamos de obtener, deducimos que 


lím (u x y) = 0,6666... =4 
de manera que 
lím y x lím y =lím (u x p) 


puesto que 


5x3=1 E 


Ejercicio 4 
Si u y y son sucesiones convergentes, presente una prueba de 


que u X y es también una sucesión convergente y que su límite 
es (lím yu) X (lím p). Sl 


Del mismo modo que el resultado del ejercicio 2, este último 
resultado nos muestra dos cosas: que el conjunto de las sucesio- 
nes convergentes es cerrado respecto a la multiplicación y que 
existe un morfismo en el cual la operación de multiplicación de 
sucesiones se lleva, mediante la función lím, a la operación 
de multiplicación de sus límites. 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


Ejercicio 4 
(5 minutos) 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 39) 


Solución 4 

Procedemos exactamente igual que en el ejercicio 2. Podemos 
encontrar enteros N, ME Z* tales que uz esté tan cerca de 
lím y como queramos para todo k > N, y uz esté tan cerca 
de lím y como queramos para todo k > M. Intuitivamente, 
esto significa que podemos encontrar un PEZ* tal que 
ur X U» esté tan cerca de (límu) X (lím p) como queramos 
para todo k > P, donde P depende de N y M; esto es, uXoy 
es convergente y 


lím (u x y) = (límu) x (límy) 
Esta es la regla de la multiplicación de límites. También se 


puede demostrar utilizando la definición rigurosa de límites, 
pero no se hará aquí. Rel 


Ejercicio 5 
Trazar el diagrama conmutativo para la operación de multipli- 
cación y la función “lim”. | 


Ejercicio 6 
Utilizar las reglas de la adición y multiplicación de límites para 
evaluar: 


k grande 


: 1 
lím [4 + > 
(1) im, | +7) 
a añ 
(, lím Q + Tm) 
donde Tr, representa a r redondeado a la k-ésima cifra 
decimal, esto es, 
Ti = 3,1 
mm, = 3,14 
Tr3 = 3,142, etc. 
(iii) lím (0,333...3 x my) 
k =_—— 


grande 
k cifras 


(iv) lím v? 
k gr 


ande 


donde v;¡, UV», ... €s una sucesión convergente cual- 
quiera. Exprese su respuesta en términos de lím y. 


(SUGERENCIA: escriba v? como vu» X U».) 


(v) lím E + AE d A 


k grande 


(viene de la página 38) 


39 


MB 7.3.1 


Solución 4 


Regla 2 


* h + 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


Ejercicio 6 
(5 minutos) 


MB 7.3.2 


7.3.2 Composición de funciones y continuidad 7.3.2 


El tercer modo de combinar funciones estudiado en la Unidad 1, Tema principal 
además de la adición y la multiplicación, fue la composición, E 


que también tiene su lugar en la teoría de límites. Nos permite 
definir funciones que actúan sobre sucesiones. Por ejemplo, se 


podría definir el cuadrado de la sucesión 1, 2, 3, ... como el 
resultado de multiplicar esta sucesión por sí misma, lo cual ya 
se ha definido como 1X1,2X2,3X3,... o 1?, 22, 32 . 


Podemos paa que esta nueva sucesión ha sido a por 
la función “elevar al cuadrado” 


xx? (x6R) 


al actuar sobre la sucesión 1, 2, .... No hay nada de particular 
en la función o en la sucesión usadas en este ejemplo; en general, 
podemos tomar cualquier sucesión de números u,, Uy, Uz 

y cualquier función g cuyo dominio y codominio sean R y, 
después, decir que la función g actúa sobre la sucesión y para 
producir la nueva sucesión 


g(u,), g(u>), g(uz), 5.3 
que denotaremos por g(u). y 


h x* % 
La relación que existe entre este proceso y la composición de 


funciones se puede ver fácilmente si se introduce la función 
que especifica a la sucesión y, que es 


f:k—>u (keZ*) 
Utilizando esta función podemos escribir g(u) en la forma 


8(£(0)), (42), g(40), - 


o en términos de la función compuesta gof definida por 
0 A 60) e E 2): 


g2/(1), go f(2),.. 


Esto muestra que, si la función que especifica a-la sucesión uy 
es f, entonces la que especifica a la sucesión g(u) es gof. 


(continúa en la página 41) 
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Solución 7.3.1.5 
(u, xq _o-AAIAA24 x Y 
lím lím 
Xx 


(láma, lóm p) ——————————_Hímiu x 9) 
=(límu) x (lím p) |] 


Solución 7.3.1.6 


En (i) y (ii) utilizaremos la regla de la adición 
lím yu + lím y = lím(u + y) 

En (iii) y (iv) utilizaremos la regla de la multiplicación 
(Lím uy) x (lím p) =lím (u x y) 


En (v) combinaremos ambas reglas. 


(i) lím [ +5) =lím(4 + 1,45, 44,...) 


k grande 


= lím(4,4,4,...) +lím(1,4,4,...) 


(ii) lím(27* + 21) =lim (27%) +lím (7.,) 
k grande k grande k grande 
=0+xn=x 
os z E X Ti) os S 2) > Lima (7) 
= : xMT= -- 
- 
(iv) lím (v?) =1lím (o, x v) 
k grande k grande 


= (límo,) x (límo,) = (lím p)? 
k grande k grande 


(v) tm 2 +7) ps E +7 , Jim? +7) <a +5) 


k grande k k k grande k grande 


=2X 3=0 a 


(viene de la página 40) 


Las sucesiones del tipo g(u) son importantes en la teoría de 
los métodos iterativos. Por ejemplo, ya consideramos en la 
Sección 7.1.2 el método de Newton para calcular aproximacio- 
nes sucesivas de la raíz cuadrada de algún número positivo a; 
se define por la fórmula de recurrencia 
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Solución 7.3.1.5 


Solución 7.3.1.6 


El miembro de la derecha de esta igualdad se puede considerar 
como la imagen del número uz-, producida por la función g, 
donde 


1 
50) =3[x+*) (xEeR y x%0) 


y, por tanto, la fórmula de Newton se puede escribir en la forma 
U, = g(U;- 1) de = 2 A.) 


Para encontrar el límite de la sucesión generada por una fórmula 
de recurrencia de este tipo, podemos tomar el límite en cada 
uno de los miembros de la igualdad y, para ello, nos conviene 
relacionar las propiedades del límite de la sucesión u con las 
de la sucesión g(y). 


El problema general es, ahora, investigar si, para toda función 
real g, la sucesión g(u) es convergente y, en caso de serlo, cuál 
es el limite. Antes de saltar a alguna conclusión, analicemos el 
ejemplo siguiente, donde se muestra que, aun cuando uy sea 
convergente, es posible que g(u) no lo sea. 


Ejemplo 1 


Digamos que y es 


Sea, ahora, g la función cuya gráfica es 


g(x) 


Esta función recibe, algunas veces, el nombre de función signo 
porque g(x) tiene el signo, pero no la magnitud, de x. Su defini- 
ción formal es 


+1six>0 
Po Osix=07 (xeR) 


=1six<0 


Las sucesiones y y g(u) son, por consiguiente, 


u:—1,3, a 
e 11. —Lh,.. 
y, aun cuando uy converge (su límite es 0), sin embargo, g(u) no 


converge. a 


42 


MB 7.3.2 


Ecuación (1) 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 . 


Por otra parte, hay muchos casos en los que g(u) converge; por 
ejemplo, si g fuera x —— x*(x E R), entonces, con la misma y 
que antes, 


Di 
cub dde... 
que converge al límite 0. A 


La diferencia principal entre estos dos elementos es que, en el 
primero, la gráfica de g tiene un salto en x = 0, mientras que 
en el segundo no tiene ninguno (véase la gráfica a conti- 
nuación): 


x? 


Xx H>x2 


Para formular un resultado general acerca de las sucesiones de 
la forma g(u), tenemos, por consiguiente, que analizar más 
detenidamente las implicaciones de los saltos en una gráfica. 
En el ejemplo 1 el efecto del salto es que, si x está cerca de 0, 
entonces un cambio muy pequeño en el valor de x puede pro- 
ducir un cambio de magnitud de 1 a 2 en g(x). 


Por ejemplo, para los dos enteros consecutivos k y k + 1, donde 
1 
10% + 1 
ambos números muy cercanos a O pero, sin embargo, g(u,) = 1 
y 2glu+1)= —1. 
Por otra parte, si la gráfica de g£ no presenta saltos, como en el 
ejemplo 2, entonces un pequeño cambio en x produce, necesaria- 
mente, sólo un pequeño cambio en g(x). En este caso, espera- 
mos que, para valores grandes de k, g(u») estará cerca de 
g(lím y), y, por tanto, la sucesión g(u) será convergente y 
tendrá por límite g(lím y). Si la gráfica de una función presenta 
un salto en x =a entonces diremos que es discontinua en a; 
si no hay ningún salto en a, diremos que es continua en a. 
Así, la función signo, cuya gráfica mostramos en el ejemplo 1, 
es discontinua en O pero es continua en todos los otros puntos 
de su dominio; la función xH—>x?(x E R) es continua en 
todos los puntos de su dominio. 


1 
E = 10%, us = 10s Y Ue. . Podemos considerar 
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Ejemplo 2 


Tema principal 
 R * 


Definición intuitiva 1 
Definición intuitiva 2 
h + * 


MB 7.3.2 


Para una definición precisa de continuidad, el concepto de 
límite nos sirve admirablemente. Para cualquier función real f, 
hemos definido el límite de f cerca de a como un número L tal 
que, si x está muy cerca de a, pero no es igual a a, entonces 
f(x) está muy cerca de L. Por consiguiente, si este límite existe 
y a pertenece al dominio de f, entonces el único posible salto 
que puede presentar la gráfica cuando x está cerca de a es, 
precisamente, el punto excluido x = a. 


f(x) 


(a, f(a)) 


Así, si no solamente existe el límite cerca de a sino que, ade- 
más, es igual a f(a), entonces la función no presenta ningún 
salto en a y, por consiguiente, se puede decir que es continua 
en a. De acuerdo con esto, establecemos la 


Definición de continuidad Definición 3 


$4 ..% 


Si f es una función real y a es un elemento de su do- 


minio, entonces “f es continua en a” es equivalente 
a la proposición “lím f(x) existe y es igual a fla)”. 
xa 


Nótese que ahora pedimos que a pertenezca al dominio de la 
función, mientras que, cuando definimos lím f(x), no lo hici- 


x>a 
mos; según esta definición, si f(a) no está definido (es decir, 
si a no pertenece al dominio de la función), entonces f no es 
continua en a. Así, la definición también está de acuerdo con 
nuestras ideas intuitivas de continuidad en este caso, ya que 
la gráfica debe tener un salto en a si f(a) no está definido. 


t() - 


E 


Ejemplo de una función f 
donde fla) no está definido 
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El modo práctico de descubrir si una función es continua o no 
consiste en trazar su gráfica. Por ejemplo, obsérvense las gráfi- 
cas de unas cuantas funciones: 


f(x) 


Xx? xF>x 


es continua en todo su dominio. 


f(x) 


es discontinua en O (a causa del salto), pero es continua en 
todos los otros puntos. 


f(x) 


E (xeR y 1x1 


es discontinua en 1 (a causa del salto en el dominio), pero es 
continua en todos los otros puntos. 
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Ejercicio 1 


¿Cuáles de las siguientes funciones son continuas en 0? 


: A Al, 
(i) h, donde ho ) (xeR) 
x—+0 six <0 


Xx ; 
a sio 70 


(ii) h,, donde h,: Xx (xeR) 
El 31% =0 
1 
(ii) hz, donde Ma (xeR y x%0) 


(iv) A4, donde h¿:x=—— 1 (xeR y xA%0) A 


Ahora podemos volver a la pregunta que nos llevó a considerar 
el concepto de continuidad: “Si y es una sucesión convergente 
y g es una función real, ¿es convergente la sucesión g(u)?”. 


La respuesta es que, si g es continua en lím yu, entonces la su- 
cesión converge y su límite es g(lím yu). Esto se muestra en el 
diagrama: 


gí(x) g(x) 


Cuando k crece, los números u, se aproximan al valor lím y 
y, al mismo tiempo, los números g(u,) se acercan al valor 
g(lím u), de manera que el límite de la sucesión g(u;,), g(u»), 
g(uz), es g(lím u). Un enunciado conciso de este resultado es: 


Si g es continua en lím yu, entonces g(y) converge y 


lím g(u) = gllímuy) 


Esta es la llamada regla de la función continua para límites. 


Este resultado generaliza el del ejemplo 2 donde mostramos que, 

si u;,, U>, Uz, es una sucesión convergente con límite a, 

pero que ninguno de sus elementos es igual a a, y si lím g(x) 
xa 


existe, entonces la sucesión g(u) converge al límite lím g(x). 
xa 


La regla 1 establece que, si, además la función g es continua 
en a, de manera que g(a) = lím g(x), entonces se puede elimi- 


nar la molesta restricción que impide que algún elemento de y 
pueda ser igual a a. 
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Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Tema principal 
. h $ 


Regla 1 


* + * 


(continúa en la página 47) 
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Solución 1 Solución 1 


h, es la única de las funciones enumeradas que es continua 
en 0. Su gráfica es: 


hy) 
1 
1 Xx 
Puesto que |x| = x para x > O pero |x| = —x para x < O, la grá- 
fica de h, es 
h20) 


que presenta un salto en x =0 y, por tanto, h, no es con- 
tinua en 0. 


hi y h, no son continuas en O porque las funciones no están 
definidas en ese punto. E 


(viene de la pagina 46) h 


He aquí un ejemplo de cómo se puede utilizar la regla 1 para 
encontrar el límite de una sucesión: 


Ejemplo 3 ; Ejemplo 3 


1 
Encontrar lím | 
k grande 4 + 7d 
Podemos encontrar este límite intuitivamente o por medio de 
la regla de la función continua. Intuitivamente podemos argúir 
de esta manera: cuando k es muy grande, 27* es muy pequeño; 


por tanto, 4 +27" está muy cerca de 4 y está muy 


1 
(4 + 27%) 
cerca de ¡. Por consiguiente, el límite es |. 
Para usar la regla de la función continua tenemos que encontrar 
una sucesión convergente u,, uz, ... y una función real g, 
continua en lím u, de manera que 


77384) (k=1,2,...) 
Una escogencia conveniente es 
Uy =2"* (k=1,2,...)' 
gx) = (xeR y xx -4) 


4+x 
47 


eds 1 
porque 27* es la única parte de la expresión q 7* que de- 


pende de k y, además, ya sabemos que lím (27*) es 0. La fun- 
kh grande 


ción g es continua en x =0 (su único punto de discontinuidad 
estáen x = —4, donde se anula el denominador y hay un salto 
en el dominio). En consecuencia, tenemos que 


lím g(u) = 7 puesto que límu = 0 y g es continua 


= g(0) en 0. 

ns. definición d 

Mis por definición de g. 
1 


Ejercicio 2 


Utilizar la regla 1 para evaluar los siguientes límites de suce- 
siones 


(i) lím sen (2 (keZ?) 


k grande k 


(ii) lím — 


keZz* 
kgrande 3 + ¿ ( ss ) 


7.3.3 Aplicación de las reglas 


Algunas veces es necesario un poco de ingenio antes de aplicar 
las reglas de la adición, la multiplicación o la composición. Por 
ejemplo, para evaluar el límite de la sucesión 

S 8 11 3k + 2 

=P 37 0 U4k-5' 


no es conveniente escribir el término general w, como el pro- 


w= 


j 
ducto de 3k + 2 y ar 3» Porque la sucesión u, = 3k + 2 no 


converge. Podemos, sin embargo, dividir el numerador y el de- 
nominador de cada término por k, de manera que la sucesión 
se puede escribir ahora: 


Ahora sí se puede escribir el término general de la sucesión 


2 
como el producto de 3 + Es cuyos límites respecti- 


1 
k- 1 
vos son 3 y +, de modo que lím w = j. 
El mismo método se puede aplicar a cualquier sucesión conver- 
gente de fracciones donde el denominador del término general 
de la sucesión es la suma de varios sumandos: antes de tomar 
el límite, dividimos el numerador y el denominador de cada 
elemento de la sucesión por el término del denominador que 
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Ejercicio 2 
(4 minutos) 


7.3.3 


Tema principal 
*. * + 


(continúa en la página 49) 


MB 7.3.2/7.3.3 
Solución 7.3.2.2 Solución 7.3.2.2 


(i) Definimos u, = ; (e: ="150) 00) 


1 
Entonces, lím sen = lím (sen y). Como límu = 0 y la 
k grande k 
función seno es continua en O (según su gráfica), tenemos 
que 


lím (sen y) = sen (lím uy) = sen0 = 


(11) Definimos u, igual que en (i) y tomamos g:x-—— 


(x ER y x —-3). 


IJ+ x 


Entonces, lím LA) = lím (g(u»)) = lím g(u). Según 


k grande k grande 


su gráfica, la función x—— 


es continua en 0 y, por 


a 
tanto, 
lím g(u) = g(límu) = g(0) a 
glu) = g 4)= gu) = 3403 
a 
3+ 


Gráfica de la función 


1 
x> 
(viene de la página 48) 


tome el mayor valor cuando k es muy grande. Este término se 

llama término dominante del denominador. Definición 1 
* * 

Ejercicio 1 


Evaluar los siguientes límites: 


E nt — $n7? ra A " 
O re) (el término dominante es 4n”!) 
n? + 5n- 2 
(ii) Bo Mi= +1 
a de 
POT a 
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Solución 1 
(i) El límite es j. 


Si dividimos el numerador y el denominador por 4n”! 
(es decir, multiplicamos por ¿n), obtenemos la fracción 


1 3 
47 gp? 

6 
de 


Cuando n es grande, el numerador está muy cerca de ¡ y 


el denominador está muy cerca de 1; por tanto, el co- 
ciente está muy cerca de +. Tomando un n suficiente- 
mente grande podemos hacer el error de esta aproximación 
tan pequeño como queramos y, en consecuencia, el valor 
exacto del límite es ¿. 

(ii) Ni el numerador ni el denominador de la fracción es el 
«término general de una sucesión convergente. Sin embar- 
go, cuando dividimos el numerador y el denominador 


por 3n? obtenemos 


1 5 2 
35m 37 
1 1 
3n  3n 


Cuando n es grande, el numerador está muy cerca de ¿ y 


el denominador muy cerca de 1; así, pues, la fracción está 
muy cerca de |. Tomando un n suficientemente grande 
podemos hacer el error de esta aproximación tan pequeño 


como queramos, de modo que el valor exacto del límite 
1 


es ]. 
ps 64+271 sd y p 
(111) lím <k-— ELIT (el término dominante es 2*) 
k grande 
6,1 
= lim dk [+2 
k grande 1 + > 
o 
Li 3 


7.3.4 Límites de sucesiones definidas por 
fórmulas de recurrencia 


En la Sección 7.1.2 consideramos las aplicaciones que tienen 
las sucesiones en los cómputos. Vimos allí que las sucesiones 
especificadas por fórmulas de recurrencia tales como 


u, = F(U,- 1) 
(donde suponemos conocido u,) son particularmente conve- 
nientes en estas aplicaciones. Un ejemplo lo constituye la fór- 


mula de recurrencia de Newton para la obtención de raíces 
cuadradas: 


1 a 
ES e 
=1 


S0 
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Solución 1 


7.3.4 


Discusión 
* * 
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que ya discutimos en este texto. Para ese proceso, la función F 
está dada por 


Fo) =3(x+2) (xeR y x%H0) 


Utilizando el resultado obtenido en la Sección 7.3.2 sobre lími- 
tes de sucesiones de la forma g(u) podemos evaluar los límites 
de las sucesiones especificadas de esa manera. 


La fórmula general de recurrencia que acabamos de dar significa, 


en realidad, que u, = F(uz-,) se verifica para k = 2, 3, ... 
y que, por consiguiente, las sucesiones 
Wes Ur Minos 
y 
Fl) Flia): 


son idénticas. Supongamos que u es convergente; entonces, la 
sucesión u,, uz, ... (es decir, uy sin el primer elemento u;) 
también es convergente y su límite es lím u (esto puede com- 
probarse mediante la definición de límite). Se sigue que la 
sucesión Flu,), Flu,), ... también tiene como límite lím uy. 


Usando la notación empleada en la Sección 7.3.2, escribimos 
lím F(u) = lím y 


Si, además, suponemos que F' es continua en lím u, entonces 
el resultado lím F(u) = F(lím u), obtenido en la página 46, da 


lím y = F(límu) Ecuación (1) 


Esto es, si suponemos que yu converge y que F es continua en 
lím u, podemos encontrar lím y resolviendo la ecuación (1). 


Como un ejemplo, acabamos de ver que en el proceso de Newton 
para calcular raíces cuadradas, la función F está dada por 


1 en A , 
F(x) 2 x +2 y, por tanto, la ecuación (1) implica que, para 


este proceso, el límite de la sucesión verifica la igualdad 


: 109 a 
lím u = <|límu + - 

2 lím u 
supuesto que y converge y que límu + 0. (Esta última con- 
dición asegura la continuidad de F en lím u, ya que su única 
discontinuidad está en 0.) Multiplicando ambos miembros de 
la última ecuación por límu y simplificando, obtenemos la 
ecuación cuadrática 


(límu)? = a 


que nos lleva a 


límu = +./a 


Así, si la sucesión dada por el método de Newton converge a 
algún límite diferente de 0, debe converger a + Va oa — Va. 
Cuando utilizamos el método de Newton en 7.1.2, encontramos 
que la sucesión convergía a un límite diferente de cero y que sus 
elementos eran positivos (resultó así porque se escogió u, posi- 
tivo). Así, para ese proceso, lím y es, en realidad, Va, el nú- 
mero que se intentó calcular con el método aplicado. 
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La importancia principal de la fórmula límu = F(lím y), sin 
embargo, no es evaluar el límite de una sucesión especificada 
por una relación de recurrencia, sino resolver ecuaciones por 
un método iterativo. En la Unidad 2, Errores y exactitud, mos- 
tramos cómo se puede construir una sucesión de aproximaciones 
sucesivas de una solución de la ecuación 


x?—-Sx+3=0 

reordenando sus elementos en la forma 
x= Hx? + 3) 

y construyendo después una sucesión de la fórmula de recurrencia 
u, = Huj_, +3) (k =2,3,...) 


con alguna conjetura inicial para u,. En general, el método 
consiste en reordenar la ecuación que estamos tratando de 
resolver y darle la forma 


y =P) 


donde la función F es diferente para los diferentes arreglos 
que se le den a una misma ecuación y, después, construir una 
sucesión utilizando la fórmula de recurrencia 


Uy = Fl) (>= 2 Bi...) 


Vimos en la Unidad 2 que, de acuerdo con la reordenación es- 
cogida y con el valor inicial que demos a u,, esta sucesión 
diverge algunas veces desmesuradamente, pero algunas veces 
se puede utilizar para calcular una solución aproximada de la 
ecuación original x = F(x). El concepto de límite nos dice 
que, en principio, la fórmula de recurrencia nos puede dar no 
solamente aproximaciones sino también una solución exacta 
de la ecuación (en el sentido que, si la sucesión converge, en- 
tonces su límite es una solución exacta). Esta idea simplifica 
notablemente la teoría del método iterativo porque, una vez 
que tenemos el concepto de límite, no necesitamos seguir per- 
diendo el tiempo en soluciones aproximadas y en las estima- 
ciones de sus errores sino trabajar directamente la solución 
exacta. (Por supuesto, en los cómputos que encontramos en la 
práctica hallaremos que, en oposición a la teoría, no podremos 
escapar de las aproximaciones, pero esto no resta importancia 
a la solución exacta como una base desde la cual estudiamos la 
efectividad del método iterativo.) Más adelante, en este curso, 
insistiremos en la teoría del método iterativo. 


7.3.5 Resumen 


En esta sección hemos discutido la evaluación de límites de suce- 
siones complicadas, en términos de los límites de otras sucesio- 
nes más sencillas. 


En la Sección 7.3.1 hemos definido la adición y la multiplica- 
ción de dos sucesiones, digamos u y y y hemos establecido las 
siguientes reglas: 
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7.3.5 


Resumen 
* * 


Si u y y convergen a lím u y lím y respectivamente, entonces 


(1) la sucesión u + y converge a lím u +límov; 
(1i) la sucesión u X y converge a lím u X lím v. 


En la Sección 7.3.2 hemos discutido la composición'de suce- 
siones. Si u es la sucesión definida por f:kH—=uz (k E Z+*) 
y g es una función real, entonces definimos g(u) como la suce- 
sión g(f(1)), g(f(2)), g(f(3)), .... Dimos un ejemplo para ilus- 
trar que, si y es convergente, entonces g(u) no es necesariamente 
convergente. Esto nos llevó al concepto de continuidad de una 
función, página 44; una función es continua en x =a, si su 
gráfica no “salta” en x =a. Dejamos establecida una regla: 
si y converge a límu y g es continua en lím u, entonces g(u) 
converge a g(lím y). 


Finalmente ilustramos con ejemplos estas reglas. 


7.4 FUNCION EXPONENCIAL 


7.4.0 Introducción 


Como una ilustración de la fuerza del concepto de límite dare- 
mos a continuación un ejemplo que muestra cómo se puede 
utilizar este concepto para definir nuevos números y nuevas 
funciones que no se pueden definir con sólo los procesos finitos 
de la aritmética ordinaria. La función que consideraremos se 
llama función exponencial. 


7.4.1 Crecimiento demográfico 


La importancia de la función exponencial es que constituye la 
más sencilla representación matemática del proceso de un cre- 
cimiento y, también, del proceso de desintegración. Un ejem- 
plo es el crecimiento de la población mundial: “la explosión 
demográfica”. Podemos construir un modelo matemático de 
este fenómeno si denotamos el tiempo (esto es, el número de 
años trascurridos desde algún momento inicial) por t, la po- 
blación en el tiempo t por f(t) (esto es, fes la función que aplica 
el tiempo a la población existente en ese tiempo t) y las tasas 
de nacimientos y muertes anuales respecto al total de la pobla- 
ción por b y d. Suponemos, para mayor sencillez, que b y d son 
constantes. Como primer paso para determinar cómo depende 
f(t) de t, analicemos los cambios de la población durante un 
año que supondremos que comienza en un momento t, y 
termina en ty + 1. Los cómputos pueden organizarse así (el 
signo = significa “aproximadamente igual a”): 


número de personas vivas en el tiempo t,. = fto); 
número de nacimientos entre ty y to +1 = bf(to); 
número de muertes entre ty y ty +1 aida 


número de personas vivas en el tiempo t, + 1 


es decir, 


Sto +1) = (1 +x)f1t0) 
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7.4 


7.4.0 


Introducción 
* $ 


7.4.1 


Tema principal 
h + 


Ecuación (1) 
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donde definimos x, la tasa neta del crecimiento anual de la 
población por persona, por 


x = (b — d) 


¿Puede verse por qué utilizamos el signo “=>” en vez de “=”? 
La inexactitud está en que hemos calculado los nacimientos y 
las muertes como si la población tuviera el valor constante f(t,) 
durante todo el año. Para que los cálculos fueran más exactos, 
deberíamos permitir que f(t) creciera durante el año, de manera 
que, como en realidad ocurre, la población quede representada 
por un número mayor en el segundo semestre que en el primero 
y, en consecuencia, (con tasas constantes de nacimientos y 
muertes), tendremos más nacimientos y muertes en el segundo 
semestre que en el primero. Un modo de hacerlo es considerar 
separadamente los dos semestres del año, como se muestra en 
la gráfica: 


población 


(1+x) (to) 5 (1+:)*Hto) 


tiempo 
to to+3 tpg+1 di 


Negro: Esta parte supone que existe una tasa constante de 
aumento de población durante todo el año. 


Color: Esta parte supone que existe una tasa más rápida de 
crecimiento de población durante el segundo semestre. 
Los cómputos correspondientes al primer semestre son 


número de personas vivas en el tiempo to = fito) 
número de nacimientos en el primer semestre  =>3bf(t,); 
número de muertes en el primer semestre = df(to); 


número de personas vivas en el tiempo t,¿+ 3 
= (1+ 3b — 3d) f(to), 
de manera que 


flto +3) =( +3x)/(t0) 


Del mismo modo, para el segundo semestre: 
f(to + 1) = (1 + 3x)f(to + 3); 
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sustituyendo ft, + 5) por el valor encontrado anteriormente, 
tenemos que 


Sto +1) =(1 + 2) (t0) 


Este es un resultado más exacto que el de la ecuación (1) pero 
sigue siendo una aproximación porque hemos supuesto que hay 
tantos nacimientos en el primer trimestre como en el segundo, 
y tantos en el tercer trimestre como en el cuarto. Para mejorar 
la aproximación más aún podríamos dividir el año en cuatro 
partes. En tal caso, unos cómputos semejantes a los anteriores 
nos darán los resultados siguientes: 


Sto +3) = (1 + 4x)/(t0) 
fo +3) = (1 + 4x)f(to +3) 
Sto +3) = (1 + 4x)f (to + 3) 
Sto +1) =(1 + 400 +3) 
Combinando las cuatro ecuaciones tenemos: 
Sito + 1) = (1 + 20) (to) 
Esta es más exacta que la ecuación (2), aunque es también una 


aproximación. 


población 


J4H(to) 


tiempo 


tpQ+1 


Mediante subdivisiones del año en más y más partes podemos 
obtener mejores aproximaciones de f(t, + 1); la subdivisión 
del año en k partes iguales nos produce 


k 
fo+1)= E +3) a) 


Si hacemos el número de subdivisiones, k, muy grande, debe- 


mos esperar conseguir una excelente aproximación. La defini- 
ción “intuitiva” de límite nos dice que f(t, + 1) viene dada, 
tan exactamente como es posible, por el límite de la sucesión 
formada por las aproximaciones sucesivas. 

En símbolos, nos dice que 


k 
fito+1) = lo, % A fo) 
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Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


Ecuación (4) 


Esta fórmula, que es exacta dentro de las restricciones de nues- 
tro modelo de crecimiento demográfico, resuelve el problema 
propuesto al inicio de esta sección, ya que nos informa que el 
crecimiento de la población está afectado por un factor que 
es el límite de la sucesión 


l+zil + ba +3... 


La importancia de este límite va más allá del problema par- 
ticular que originó su desarrollo en esta sección. Tiene muchas 
aplicaciones en las ciencias, en la ingeniería y en las ciencias 
sociales, tantas como en la matemática misma. Para dar una 
idea del comportamiento de la sucesión presentamos una tabla 


con los 10 primeros elementos de los casos x = 0,1 y x = l. 

am: e 

k l + 7 l+ k 

1 Ll 2 

2 1,1025 2,25 

3 1,103370 2,370370 

4 1,103813 2,441406 

5 1,104081 2,488320 

6 1,104260 2,521626 

7 1,104389 2,546500 

8 1,104486 2,565785 

9 1,104561 2,581175 

10 


1,104622 2,593742 


Para x = 0,1, la sucesión converge bastante rápido y el límite 
es 1,105 con 3 cifras decimales. Para x = 1 la convergencia 
es más lenta, pero extendiendo los cómputos podríamos obtener 
cualquier exactitud deseada. (Una demostración de la conver- 
gencia de la sucesión aparece en el Apéndice II.) El valor del 
límite cuando x = 1 es un número cuyo frecuente uso en la 
matemática rivaliza con el de r. Se denota por e y, con 5 cifras 
decimales, es 


e = 2,71828 


El valor del límite para otros valores de x también aparece fre- 
cuentemente. La función que aplica x al valor de este límite se 
llama función exponencial y se denota por exp, de manera que 


k 
expi—> lim í + A (xeR) 
k grande k 


k 


exp (x) = lím (xER) 


Xx 
l+> 
k grande k 


Con frecuencia, en vez de escribir exp (x) escribiremos exp x. 
La gráfica de esta función aparece en la página siguiente. 
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Definición 1 
hh «+ 


explx) 


La función exponencial 


"6:55 4 =S -<2, 1 0 1 2 x 


Observamos en la gráfica que exp x es positiva para todos los 
valores de x. 


Ejercicio 1 


Utilizar la información dada en las últimas páginas para evaluar 


exp (0), exp (1) y exp(:5) 


con 3 cifras decimales. E 


Ejercicio 2 


En el ejercicio 7.1.2.3 se obtuvo la fórmula de recurrencia 


Uy = 


r 
l + a) 


para el cálculo del monto al final del k-ésimo año, en una cuenta 
inactiva colocada en una Caja de Ahorros, donde la tasa de 
interés anual compuesto esr%. ¿Cuál es la fórmula de recurrencia 
que relaciona u, con uz-, si el interés, a la misma tasa de 
ríé anual, se capitaliza (i) semestralmente, (ii) trimestralmente, 
(iii) mensualmente? 


7.4.2 Teorema de la función exponencial 


Quizá se haya preguntado por qué hemos llamado “exponen- 
cial” a la función que hemos discutido en la sección precedente. 
La razón es que está íntimamente ligada a la idea de expo- 
nente (un exponente es un número que nos indica que eleve- 
mos algún otro número a una potencia; por ejemplo, el 2 en 
52, o el 6 en 10%). En esta sección establecemos un teorema 
que muestra esta relación. El teorema mismo (sobre todo en la 
forma establecida en la ecuación (2) que se da más adelante) 
es muy importante, pero su demostración lo es mucho menos. 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


7.4.2 


Discusión 
k * 


(continúa en la página 58) 


Solución 7.4.1.1 


La definición de exp (x) nos da 


0|* 
exp (0) = lim [ +, =lím(1) = 1 


k grande k 


1 k 
exp (1) = lim +7) =0= 2,118 


k grande 


1 k 
exp (7 = lím í «) = 1,105 


k grande 


(Este último resultado se puede deducir de la tabla de la pági- 
na 56.) Los dos primeros resultados, exp (0) = 1 y exp (1) = e, 
son importantes. a 


Solución 7.4.1.2 


2 


> r 

(1) 1 = f +5) Ur, 
A py 
(1) y, = | + ¿o Ur- 1 


ss TN Ms 
(iii) w= [1 +53op) Ui-1 5 


(viene de la página 57) 
Por eso, la relegamos al Apéndice III. Conviene leer y enten- 
der esa demostración, pero si no se hace, no se afectará ni su 


propia evaluación ni su comprensión del resto del curso. Un 
caso especial del teorema es 


exp (”) =P (pez. qgeZz”y* 


Esto significa, por ejemplo que 


1 
is 
exp(-1)=e e 


y que 
exp (3) = e!? = Ye 


y así sucesivamente. 
Ejercicio 1 
Evaluar exp (2). Para ello trabaje con dos cifras significativas 


y utilice únicamente la ecuación (1) y la información conteni- 
da en el texto. E 


a l de -1 
* Por ejemplo, en vez de — 3 escribimos Ek 
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Solución 7.4.1.1 


Solución 7.4.1.2 


Ecuación (1) 
*h + 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


El enunciado general del teorema de la función exponencial es 
exp(íx)=e* (xeR) 


Aun suponiendo que no hay dificultad en la demostración del 
resultado expresado por la ecuación (1), hay un punto impor- 
tantísimo en la ecuación (2): ¿Qué significa e* cuando x es 
irracional? Puesto que exp (x) está definida para todos los 
reales x, podemos utilizar la ecuación (2) para dar un significado 
a e*. Esto es, para valores racionales de x, demostramos el 
resultado de la ecuación (2); para los valores irracionales de x, 
definimos e* por la ecuación (2). 


Vale notar que, si x y y son racionales, entonces se sigue de la 
ecuación (2) que 


exp (x + y) = e?" = ee” = exp (x) exp (y) 
según las leyes de los exponentes. De hecho, la ecuación 


exp (x + y) = exp (x) exp (y) 


se verifica para todos los números reales x y y. Este aserto se 
demostrará en el apéndice II. 


Utilizando el lenguaje aprendido en la Unidad 3, Operaciones 
y morfismos, este resultado nos dice que exp es un morfismo 
de (R, +) en (R*, X), y la gráfica de la función exponencial, 
página 57, muestra que este morfismo es, de hecho, un iso- 
morfismo. 


7.4.3 Logaritmos naturales 


Ya hemos visto cómo podemos definir e* para valores irra- 
cionales de x. ¿Cómo definir, ahora, a*, donde a es algún 
número real positivo diferente de e? Un modo de hacerlo con- 
siste en buscar un número b tal que 


a = e? = exp (b) 
y, después, (recordando la ley de los exponentes) definir 
==? apa 


Por consiguiente, para evaluar a*, necesitamos el número 
real b; esto es, tenemos que resolver la ecuación (1) mediante 
la función recíproca de la función exp. Del mismo modo que la 
recíproca de la función xH-——>10* es una función llamada 
logaritmo de base 10, así la recíproca de la función exp:x — e* 
se llama logaritmo de base e o logaritmo natural. Las primeras 
tablas de logaritmos, preparadas por John Napier, en 1614, 
fueron las tablas de logaritmos naturales. El símbolo que utili- 
zamos para denotar la función logaritmo natural es In (o, algu- 
nas veces, log. o, sencillamente, log). . 


La gráfica de la función exponencial, que podemos analizar - 


más abajo, muestra que exp es una función inyectiva (uno-a- 
uno) cuyo dominio es R y cuyo codominio es R*. Su recíproca, 
la función logaritmo natural, es, por consiguiente, una aplica- 
ción uno-a-uno; es decir, es una función. Su gráfica aparece a 
continuación de la función exponencial. Nótese cómo cada 
una de las gráficas puede obtenerse de la otra con sólo inter- 
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Tema principal 
h hx *$ 
Ecuación (2) 
h hh * 


Ecuación (3) 
h + * 


7.4.3 


Tema principal 
4%. ¿€ 


Ecuación (1) 
* * 


Ecuación (2) 
h + * 


Definición 1 
* 


(continúa en la página 60) 
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“Solución 7.4.2.1 Solución 7.4.2.1 


exp (2) = e? 


(2,72) * 


= 7,4 con el grado de exactitud pedido. 


(El verdadero valor es 7,39, con dos cifras decimales.) E 


(viene de la página 59) 


cambiar los ejes x y y. Esta es una característica general de 
todas las aplicaciones y sus respectivas recíprocas. 


explx) 


La función exponencial 


La función logaritmo natural 
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Ejercicio 1 


(i) Según las gráficas dadas anteriormente, ¿cuáles son el 
dominio y el codominio de ln? 


(11) Si In (2) = ln (x) + ln (y), expresar 2 en términos de 
EV 
(111) Evaluar ln (e). El 


7.44 Resumen 


En esta sección introdujimos la función exponencial mediante 
la discusión del crecimiento de la población; esto nos llevó 
a definir 


k 
exp:x=—> lím (xeR) 
k grande 


19t 
k 


cuyo dominio es R y cuyo codominio es R*. Después, dejamos 
establecido el teorema de la función exponencial: 


exp (x) = e* donde e = exp (1) 
Se sigue, por la ley de los exponentes, que 
exp (x + y) = exp (x) exp (y) 


A continuación definimos la función recíproca de la función 
exponencial, que es una función cuyo dominio es R* y cuyo 
codominio es R, y que e do logaritmo natural. 
Hicimos notar que esta función nós permite definir a*, donde 
a E R*, para todos los valores reales de x. 


7.5 APENDICES (No forman parte del curso) 
7.5.1 Apéndice I 


Demostrar que, si u y y convergen, entonces u + v converge 
y su límite es lím u + lím v. 
(i) “u es convergente” significa que podemos encontrar un 
NEZ* tal que u, esté tan cerca de lím y como quera- 
mos, para todo k > N. 
(11) “v es convergente” significa que podemos encontrar un 
ME Z?* tal que vz esté tan cerca de lím y como quera- 
mos, para todo k > M. 


Queremos demostrar que podemos encontrar un PEZ* tal 
que uz + UV es una aproximación de límu + lím y con una 
cota de error absoluto menor o igual a e, para cualquier nú- 
mero pequeño positivo e, y para todo k > P. 


Vamos a sumar la aproximación u, de lím y con la aproxima- 
ción vz de límy para obtener la aproximación us + U» de 
lím u + lím v. 

En la Unidad 2, Errores y exactitud, vimos que la cota de error 
absoluto de una suma de aproximaciones era igual a la suma 
de las cotas de error absoluto de las aproximaciones indivi- 
duales. 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


7.4.4 


Resumen 
* * 


75 
Apéndices 
* 


7.5.1 


Apéndice I 


(continúa en la página 62) 


Solución VTA 


3 
pa 
x 
== 


codominio 


dominio 


(i) Dominio R*, codominio R. 


(11) 


(iii) 


Esto se deduce de la gráfica. Como ln es la función recí- 
proca de exp, su dominio es el conjunto imagen de exp: 
exp (x) toma valores muy pequeños cuando x es grande y 
negativo pero nunca es realmente cero. El dominio de ln 
es, por consiguiente, R*: solamente los números positi- 
vos tienen logaritmos. El codominio de ln es el dominio 
de exp y, por tanto, es R. 


2 =xy 


para encontrar z, cuando se conoce ln (2), utilizamos la 
aplicación recíproca exp que da 


z = exp (In (2) por definición de ln 
= exp (In (x) + In (y) según los datos 
= exp (In (x)) x exp (In (y) según la ecuación 7.4.2.3 


= Xy por definición de ln 


Este resultado expresa que ln es un morfismo de (R*, Xx) 
en (R, +): un resultado que deberíamos esperar porque 
ya hemos observado que exp es un isomorfismo, y en la 
Unidad 3, Operaciones y morfismos notamos que el recí- 
proco de un isomorfismo es un isomorfismo. 


In (e) = In(exp (1)) por definición de e 


il por definición de ln ES 


(viene de la página 61) 


Por consiguiente, pedimos que la suma de las cotas de error ab- 
soluto de las dos aproximaciones sea < e. No hay razón para 
que una de las cotas de error absoluto sea menor que la otra; 
así, pues, las tomaremos iguales. 


62 


- MB 7.4.3/7.5.1 


Solución 7.4.3.1 


Por (i), podemos encontrar un N EZ* tal que la aproxima- 


ción u, de límu tenga una cota de error absoluto < > Para 
todo k > N; esto es, 


u, € [límu — +e.límu +-%e] cuando k > N 


Por (ii), podemos encontrar un M€EZ* tal que la aproxima- 

ción v, de límy tenga una cota de error absoluto < : para 

todo k > M; esto es, > 
tr, € [límy — 3e,límy +3] cuando k > M 


Sea P el mayor de M y N. Entonces, las dos últimas proposicio- 
nes implican que 


u; + ,€ [límu + límy — e,límu +límyt + e] para todo k > P 


que es lo que queríamos demostrar, ya que esta proposición se 
verifica para toda escogencia de e. 


7.5.2 Apéndice II 


Demostrar que lím 
k grande 


14% st 
=S existe. 
k 


Consideraremos dos casos, de acuerdo con el signo de x. 


Caso la e 20: 


k 
Pe x 
“Demostraremos que los elementos de la sucesión p—| - A 


crecen cuando k crece pero que no pasan a un número real fijo 
(tal número real fijo recibe el nombre de cota superior), de 
modo que la sucesión debe converger. Por el teorema del bino- 
mio tenemos que 


ES 
pa A 


k(k — 1)...1x* 
cli ni 


Pa 1 21 32 
O O 
1 ki 
a ES 


Si k crece, entonces el coeficiente de cada potencia de x crece 
y, además, se añaden algunos nuevos términos al polinomio, 


x 


= 


ll 


k 
Sui , e x 
términos que son positivos si x es positivo; por tanto, + ») 


crece cuando k crece. Para demostrar que los elementos de la 
sucesión están acotados, tomemos un entero N mayor que x; 
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7.5.2 
Apéndice II 


k 
x x 
entonces, para k > N, la fórmula anterior | +») nos da 


x|]* x? x? xN xN+l 
A 


21" 3 NI" (N+10)! 
xN+2 xk 
+FINED! k! 
x? x? N 
> i++ ++ + 
le + E +. + dE 
Xx = > 58 —a 
N+1  (N+1I(N +2) WN e m...k 
xa y xn 
aprrR 
x? k=N 
A le 
x | *=N+1 
ii = 
2 A 


A 


(después de sumar la ... geométrica) 


xx? 
lA ]A WA 


ld 


(puesto que N>x y x 20) 


que es independiente de k y es, por consiguiente, una cota su- 
perior de todos los elementos de la sucesión. Existe un teorema, 
que no demostraremos aquí, que establece que en toda sucesión 
cuyos elementos crezcan cuando k crece pero que tiene una 


cota superior, es convergente. Según ese teorema, la sucesión 

k 

Is 
k 


Caso 2: x<0 


converge si x >0. 


Podemos demostrar la convergencia de la sucesión definiendo 
exp (x) como un subproducto del siguiente resultado, que tam- 
bién sirve para demostrar el teorema de la multiplicación en la 
función exponencial: 


exp (y) 
exp (2) 


exp (y — 2) = 


k 
$e 
es decir, la sucesión (1 + 2) converge y su límite es 


exp (y) 
exp (2)' 


Para demostrar este aserto consideremos la expresión 


k k k 
yz z y. (1-22 
k í A a: k? 0)" 
A ss : 


E 
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Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


MB 7.5.2 


donde y y 2 son positivos o cero, y 


3 (y — z)z 


y 
ns 
k 


0, ML. 2..) 


k 


El desarrollo del binomio nos da 


di? 8) kk — 19/01? AY 
1+3) —1=k e ol 
1) (3 + 2 be ST 
y, por tanto, 

9)" 2 k 

+ — 1| <]/04 + 10,17 +--- +105 

| . 

1 — 10,1" 184] 

<= 1011 == < 
Pla 116, 


supuesto que |0,| < 1. 


La definición de 0, implica que lím (0,) = 0 y, de ahí, que 
k grande 
1041 


110] puede hacerse todo lo pequeño que queramos con sólo 
E k 


tomar un k suficientemente grande. En consecuencia, 


0) 
(0 


también puede hacerse todo lo pequeño que queramos y, por 
k 


le 
tanto, el límite. de sucesión í + E es 1. Se sigue, por la regla 


de la multiplicación de límites y por la ecuación (2), que 


y k 12) k 
ic Mall +2 lím|1 ++ 
S y = Z k grande k kgrande k 
lím|1 + e 


k grande Li ba % k 
1m <= 
k 


k grande 


(Nótese que el denominador no es cero.) 
de manera que 


_ exp(y) 


exp (y — 2) = ao 


Podemos utilizar este resultado de dos maneras. Primero, to- 
mando y = 0 y z positivo tenemos una demostración que nos 
asegura que la sucesión que define exp (2) para valores negati- 
vos de z converge y que su límite es el recíproco de exp (—2). 
Esto es, 

1 


exp (—2) = E Ecuación (3) 


Segundo, lo podemos utilizar para demostrar el siguiente re- 
sultado: 


exp (x,)exp (x,) = exp (x, + x>) Ecuación (4) 


mediante una sustitución, por ejemplo y = x,; + X2,2 = X] 
en la ecuación (1), donde x,>0 y x2 >0. 
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7.5.3 Apéndice III 7.5.3 
Apéndice II 

Demostración del teorema de la función exponencial 

La demostración de la ecuación 7.4.2.1 depende de un resultado 

preliminar, o lema, que dejamos como ejercicio. Utilícelo para 

comprobar en qué estado se encuentra su comprensión de las 


sucesiones. 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
ea (5 minutos) 
Supuesto que x es un número real y que k es un entero positivo, 
utilizar la sucesión que define exp (x) y la sucesión formada 
por las k-ésimas potencias de los elementos de la sucesión que 
x 
define a exp (7. para demostrar el lema 
x k 

exp (Xx) = [exp El 
Primero tome k =2 (puesto que no hay nada que demostrar 
cuando k = 1). E 
El lema que acaba de demostrar, 

aye 

expx = lex El (xeR y keZ?) 
se puede utilizar de dos maneras. Primero, si hacemos x =k =p, 
obtenemos 

exp (p) = (exp (1)” =e” (peZ*) 
Segundo, si hacemos x =p y k = q en el mismo resultado, 
donde p y q son enteros positivos, obtenemos 

za py + 

exp (p) = [exp a (p,qeZ”) 
Sustituyendo exp (p) e intercambiando, después, los dos miem- 
bros de la igualdad tenemos que 

A” + 
exp p =e” (pqeZ”) 
ú 
Por último, extrayendo la raíz q-ésima a ambos miembros, lle- 
gamos a 
Pp 9/ ¿P 
exp |-| = Ye 
: 
= eP!1 por la ley de los exponentes. 

Esto es equivalente a la proposición: 

exp (x) = e* Ecuación (1) 
cuando x es un racional positivo. Este resultado está pidiendo 
que lo generalicemos para los valores negativos y los valores (continúa en la página 67) 
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Solución 1 ' 
La sucesión que define a exp (x) es 
1+x (14309 (1+409, (1+¿h9%... 


Para k = 2, la sucesión que define a exp ( es 


+3 (1+ 102, (1 + 4x3... 
y, por tanto, puesto que (lím uy)? = lím (u?) (según la regla 


2 
de la multiplicación de límites), [exp El es el límite de la su- 
cesión 
(1+3092 (+10... 
Esta sucesión consiste en los elementos alternados de la primera 


A . o x|” , 
sucesión anterior y, puesto que los términos |! + a de la pri- 
n 


mera sucesión están cerca de su límite cuando n €s grande, 
entonces los que aparecen en la última sucesión están cerca de 
su límite y, en consecuencia, la última sucesión tiene el mismo 
límite que la primera. Esto demuestra que 


x11? 
(exo (3) = exp (x) 


Para un entero positivo k cualquiera, la demostración es seme- 
jante a ésta; en lugar de la última sucesión obtenemos 


k 1 2k 
PS [1 + 372) años da 


que consiste en todos los k-ésimos términos de la primera suce- 
sión y, por consiguiente, tiene el mismo límite. [E 


+ 


(viene de la página 66) 


irracionales de x. La generalización a los valores negativos 
depende de un teorema 


exp (x) x exp(y) = exp(x + y) (xeR y yeR) 


cuya demostración se dio en el Apéndice II. Si x es un racional 


negativo, tomamos y = —x y, así, las ecuaciones (1) y (2) dan 
lugar a 
_ exp(0) 
exp (x) = o 


> por la ecuación (1) (puesto que y > 0) 
e 


Queda demostrado así el teorema para valores de x racionales 
negativos. La generalización a valores irracionales de x depende 
dde cómo definamos e*. Si x es racional, se puede expresar en 


la forma 4 donde p y q son enteros, y, en tal caso, e* signi- 
q 
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Solución 1 


Ecuación (2) 


fica e”/%, que es la q-ésima raíz de e”; pero carecemos de una 
definición correspondiente para los valores irracionales de x. 
De manera que la generalización a valores irracionales de x 
presenta un problema que no radica en la demostración de la 
ecuación (2) sino en la definición de e*; la solución natural 
de este problema es tomar la ecuación (2) como nuestra defi- 
nición de e* para valores irracionales de x. Combinando nues- 
tros resultados anteriores con esta definición, concluimos en 
este importante resultado: 


exp(x)=e* (xeR) 


que es, precisamente, el teorema de la función exponencial. 
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Ecuación (3) 


M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


0 J31D00OACONA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación Il 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación l 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica Il — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal I 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal HI 

Números complejos I 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 


y 
+5 We 


e 
EN 
es 
0 
E 
E 
== 
de 
FE 
14 
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